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9 微分中值定理证明题方法举例 P81-P90



题型五  微分中值定理有关的证明题

（一）证明存在一个点 ),,( ba 使 0)](),(,[   ffF

方法：构造辅助函数用罗尔定理. 

构造辅助函数的方法主要有两种

0)](),(,[   ffF

),(xg )](),(,[)( xfxfxFxg 

1.分析法(还原法）

的分析,确定 使

根据对欲证的结论

2.微分方程法:  欲证： 0)](),(,[   ffF

0),,( yyxF CyxH ),( 1）求微分方程 的通解

 2）设辅助函数：  ))(,()( xfxHxg  25武忠祥考研



)(xf ] ,[ ba ),( ba ,)(,)( abfbaf 

a b ),,( ba .)()(

 ff 



【例1】设 在 上连续,在 内可导,

与 同号, 求证: 使

0)()(   ff

),()( xxfxg 

,)()(,)()( abbbfbgabaafag 

),( ba 0)(  g

0)()(   ff

1.分析法：欲证  

令 则

由罗尔定理知， 使

即 原题得证.

【证】 

只要证  .)()(

 ff 



2.微分方程法:

 )()( ff 

 ，解微分方程 欲证 ,
x
yy 



.Cxy  )()( xxfxg 得其通解为 则应构造辅助函数  

则应构造辅助函数 )()( xxfxg 
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)(xf ]21[ ， )2,1(

.2)2( ,
2
1)1(  ff )2  ,1( .)(2)(


 ff 

【例2】设 在 上连续,在 内可导且

求证: 使

0)(2)(   ff

2
)()(

x
xfxF 

,
2
1)1()1(  fF

2
1

4
)2()2( 

fF

【证】只要证  

令  

则  

),2,1( .0)(  F

0)(2)(
4

2





 ff

0)(2)(   ff

由罗尔定理知 使

即

从而有 原题得证.
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,0)()(   nff );()( xfxxF n【注】 令1) 欲证

,0)()(   nff ;)()( nx
xfxF 2）欲证 令
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)(xf ] ,[ ba ),( ba

.0)()(  bfaf ),,( ba .0)()(   ff

【例3】设 在 上连续,在 内可导，且

求证: 使

),()( xfexF x ,0)()(  bFaF【证】令 则
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),,( ba由罗尔定理知， 使 .0)(  F

0)]()([   ffe

0e

0)()(   ff

即  

但  

则

故原题得证.



【注】

,0)()(   ff );()( xfexF x1) 欲证 令

,0)()(   ff );()( xfexF x特别的 令

,0)()(   ff );()( xfexF x令

,0)()(   ff )0();()(  


xfexF
x

2）欲证 令

,0)()()(   fgf );()( )( xfexF xg3）欲证 令

,0)()()(   fgf );()(
)(

xfexF
dxxg4）欲证 令

,0)()(   nff );()( xfxxF n令1) 欲证

,0)()(   nff ;)()( nx
xfxF 2）欲证 令
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)(xf ]1,0[

.1
2
1,0)1()0( 





 fff







 1,

2
1 ;)(  f

, ),0(   .1])([)(   ff

【例4】设 在 上连续,在(0,1)内可导,且

 1) 存在 ,使

2) 对任意实数 存在 ,使

证明：

,)()( xxfxF 

,0
2
1

2
1)

2
1()

2
1(  fF .011)1()1(  fF

),1,
2
1( ，0)( F

【证】 1) 令

由零点定理知 使
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.)(  f即

，])([)( xxfex x   0)(,0)0(  2) 令 则

),,0(   ，0)(  由罗尔定理知 使 .1])([)(   ff即



)(xf ]1,1[ .1)1( f

),1,0( ;1)(  f

),1,1( .1)()(   ff

【例5】设奇函数 在 上具有2阶导数，且

证明： 使得

    （2）存在 使得

   

（1）存在

)(xf .0)0( f【证1】（1）因为 是奇函数，所以

)1,0( ).()0()1( fff 根据微分中值定理,存在 ,使得

，1)1( f .1)(  f 又 所以

     

]1)([)(  xfexF x

)(xf )(xf  .1)()(   ff

(2) 令 

因为 是奇函数，所以 是偶函数，故

)(xF .0)()(   FF

)1,1(),(   .0)(  F

 则 可导，且     根据罗尔定理，存在

，使得

即  effF ]1)()([)( 
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)(xf ]1,1[ .1)1( f

),1,0( ;1)(  f

),1,1( .1)()(   ff

【例5】设奇函数 在 上具有2阶导数，且

证明： 使得

    （2）存在 使得

（1）存在

)(xf .0)0( f【证2】（1）因为 是奇函数，所以

)1,0( ).()0()1( fff 根据微分中值定理，存在 ,使得

1)1( f .1)(  f 又 ，所以

xxfxfxF  )()()((2) 令  
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)(),( xgxf ],[ ba 0)(  xg

.0)()()()(  bgagbfaf

),( ba ;0)( xg

),( ba , .
)(
)(

)(
)(







g
f

g
f






【例6】设函数 在 上二阶可导,且

试证

内

2) 在 内至少有一点 使

1) 在

],[ ba ,0)(  xg 0)( xg ],[ ba

,0)()(  bgag ),( bax 0)( xg

【证】1) 由于在 上 则方程 在 内最

则当 时，多两个根,
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又

0)()()()(   gffg

)()()()()( xgxfxfxgxF 

,0)()(  bFaF ),( ba 0)(  F

0)()()()(   gffg

2) 只要证 

令

则 由罗尔定理知， 使

即



柯西定理

)(),( xgxf ],[ ba

)(),( xgxf ),( ba ;0)(  xg

.
)(
)(

)()(
)()(




g
f

agbg
afbf








上连续；在

内可导,且

若 1）

2） 在

),,( ba则 使
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拉格朗日定理 

)(xf

)(xf

],[ ba

).()()( f
ab
afbf 




若 1） 在 上连续；

在 内可导；),( ba2）

),,( ba则 使
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)(xf ]1,0[ )1,0(

.0)(
1

0 dxxf )1,0( .0)(2)(   ff

)()( 2 xfxxF 

【例7】设 在 上连续,在 内可导,且

求证: 使

【证】令  

,0)0( F ,0)(
1

0 dxxf )1,0(c

0)()(
1

0
 cfdxxf

则  又 由积分中值定理知

使

0)( cF

),,0( c 0)(  F

0)(2)(   ff

从而

由罗尔定理知 使

从而有
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)(xf ]1,0[ .0)(
1

0 dxxf【例8】设 在 上连续,且

),1,0( ).()(
0




fdxxf 

求证:

使

0)()(
0




fdxxf


x

dttfxxF
0

)()(

0)1()0(  FF

),1,0( 0)(  F

0)()(
0




fdxxf

【证】只要证明 

令

则

由罗尔定理知 使

即
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)(xf ]1,0[ ,0)(   ,0)0(
1

0  dxxff

),1,0( .)()(
0 


fdxxf

【例9】设 在 上连续,

求证: 使

0)()(
0




fdxxf














00

10
)(

)(
0

x

x
x

dttf
xF

x

x

dttf
xF

x

xx


 

 0

00

)(
lim)(lim

【证】只要证

令

由于

 

0
1

)(lim
0




xf
x

,0)1()0(  FF )(xF ]1,0[

),1,0( 0)(  F

0)()(
0




fdxxf

则 在 上满足罗尔定理条件，

使

从而有  

故
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二．证明存在两个点 ).,(, ba

0)](),(),(),(,,[   ffffF

使

 

],[ ba

方法：(1）不要求

在同一区间 上用两次中值定理（拉格朗日、

柯西中值定理)

（2）要求  

将区间 ],[ ba 分为两个子区间，在两个子区间上分

别用拉格朗日中值定理
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)(xf ],[ ba ),( ba ba,

),(, ba ).(
2

)( 


 fbaf 


【例1】设 在 上连续, 内可导,且 同号,试

.使证存在

),( ba

)()()( f
ab
afbf 




),,( ba




2
)()()(

22

f
ab
afbf 





).(
2

)( 


 fbaf 


【证】 由拉格朗日中知定理知 ,使

由柯希中值定理知，

从而有
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)(xf ],[ ba ),( ba .0)(  xf

),(, ba .
)(
)( 


 








e
ab
ee

f
f ab

【例2】设 在 上连续，在 内可导，且

证明存在 ,使得




e
f

ab
eef
ab )()(







).,( ba )()()(
f

ab
afbf 




【证】只要证明

由拉格朗日定理知 使

),,( ba




e
f

ee
afbf

ab

)()()( 





)()())(( ab ee
e
fabf 











 








e
ab
ee

f
f ab

)(
)(

由柯希定理知 使

从而有  
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)(xf ],[ ba ),( ba

,1)()(  bfaf ),,(, ba .1)]()([   ffe

【例3】设 在 上连续,在 内可导,且

试证存在 使

  effe  )]()([

),,( ba e
ab
ee ab





【证】 只要证明

由拉格朗日中值定理得 使

),()( xfexF x ),( ba

)()()(
F

ab
aFbF 




令 由拉格朗日中值定理得，

)]()([  ffe
ab
ee ab





  effe  )]()([

即  

从而有  25武忠祥考研



)(xf ]1,0[ )1,0( .1)1(,0)0(  ff

),1,0( ;1)(  f

),1,0(,  .1)()(   ff

【例4】设 在 上连续，在 内可导,且

证明：1) 存在 使得

 2) 存在两个不同的点 使得

,1)()( xxfxF  ,01)0( F 01)1( F【证】1) 令 则

),1,0( 0)( F   1)(f使 即

)(
0

)0()()2 

 fff 




),0(  

)(
1

)()1(



 fff 


 )1,( 











1

)(1)()()( ffff
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)(xf ]1,0[ )1,0(

,1)1(,0)0(  ff ,,ba )1,0(

,, .
)()(

ba
f
b

f
a





 

 【例5】设 在 上连续，在 内可导，且

试证对任意给定的正数 在

内一定存在互不相同的 使

【分析】 )(
0

)0()( f
c

fcf 

 ),0( c

)(
1

)()1( f
c
cff 


 )1,(c

        

         

ba
cf
cb

cf
ca 





)(1

1
)(

即要证    1
)(1

1
)(









 cf

c
ba

b
cf
c

ba
a
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)(xf ]1,0[ )1,0( .1)1(,0)0(  ff

),1,0( ;1)(  f

),1,0(,  .1)()(   ff

【例4】设 在 上连续，在 内可导,且

证明：1) 存在 使得

 2) 存在两个不同的点 使得



),( ba

)2(0)](,[ )(  nfF n 

（三）证明存在一个中值点 ,使

方法：用带拉格朗日余项的泰勒公式，其中 0x 点选题目中

提供函数值和导数值信息多的点.
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)(xf ],[ ba ,0)()(  bfaf

),,( ba .
)(

|)()(|4|)(| 2ab
afbff




 

在 上二阶可导, 求证:

使

【例1】设

21 )(
!2

)())(()()( axfaxafafxf 





22 )(
!2

)())(()()( bxfbxbfbfxf 





【证】 由泰勒公式知

（1）

        （2）

2
bax 

令 得
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21 )(
8

)()()
2

( abfafbaf 



 

22 )(
8

)()()
2

( abfbfbaf 



                   

)]()([
8

)()()( 21

2

 ffabafbf 




)(xf ]1,0[ 0)
2
1(,1)1(,0)0(  fff

),1,0( .24|)(|  f

【例2】设 在 上三阶可导,

求证: 使

32 )
2
1(

!3
)()

2
1(

!2

)
2
1(

)
2
1)(

2
1()

2
1()( 





 xfx
f

xffxf 

,0x 1x

【证】 由泰勒公式得

在上式中令 和 得

48
)(

4
1

!2

)
2
1(

)
2
1(0 1ff

f







48
)(

4
1

!2

)
2
1(

)
2
1(1 2ff

f





 )()(48 21  ff 

)()(48 21  ff 
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)(xf ]1,0[ 0)1()0(  ff

,1)(min
10




xf
x

.8)(max
10




xf
x

【例3】设 在 上有二阶连续导数,且

证明：

,1)(min)(
10




xfcf
x

,10  c ,0)(  cf【证】 设 则 且
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2)(
!2

)())(()()( cxfcxcfcfxf 





由泰勒公式知

0x 1x

21
2)(
c

f   ),0(1 c

22 )1(
2)(
c

f


  )1,(2 c

在上式中分别令 和 得
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)(xf ,1)(),1()0(  xfff

)1,0(x ;
2

)1()1()1)(0()( xxxfxfxf 


.
12
1

2
)1()0()(

1

0





ffdxxf

【例】(24年1,2,3)设函数 具有2阶导数，且

证明：（I）当 时，

（II）

21

2
)()0()0()( xfxffxf 



22 )1(
2

)()1)(1()1()( 


 xfxffxf 
（1）

（2）

【证】(Ⅰ)

xx  )2()1()1( 得

xxfxxfxfxfxf 2221 )1(
2

)()1(
2

)()1()1)(0()( 








xxfxxfxfxfxf 2221 )1(
2

)()1(
2

)()1()1)(0()( 








])1()1([
2
1 22 xxxx 

2
)1( xx 





（一） 0)](),(,[   ffF

辅助函数 1.分析法(还原法）

2.微分方程法

3.常用辅助函数

（二） 0)](),(),(),(,,[   ffffF

 (1）不要求

 (2）要求

)2(0)](,[ )(  nfF n （三）
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