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17 多元函数的极值、最大最小值及举例，二重积分概念、计算 P172-P184



本节内容要点

一. 考试内容要点精讲

(一）无条件极值

（二）条件极值与拉格朗日乘数法

（三）最大最小值

第三节   极值与最值 25武忠祥考研



二. 常考题型方法与技巧

 题型一  求无条件极值

 题型二  求最大最小值

25武忠祥考研



（一）无条件极值
);,(),( 00 yxfyxf 

);,(),( 00 yxfyxf 

1)定义:  极大： 

  极小： 

2)极值的必要条件   0),(,0),( 0000  yxfyxf yx

 极值点        驻点

,0),( 00 yxf x 0),( 00 yxf y

02  BAC







.0
;0

极大值

极小值

A
A

3)极值的充分条件

且

（1）当 时,有极值

设

（可导）

一.  考试内容要点精讲

（2）当 02  BAC 时,无极值.

（3）当 02  BAC 时,不一定(一般用定义判定).
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),( yxf 0),( yx

（二）条件极值与拉格朗日乘数法

在条件 条件下的极值.  1) 函数

  令 ),(),(),,( yxyxfyxF  

),,( zyxf 0),,(,0),,(  zyxzyx 2) 函数 在条件

条件下的条件极值.

令 ),,(),,(),,(),,,,( zyxzyxzyxfzyxF  












,0,
,0),(),(
,0),(),(

yxF
yxyxfF
yxyxfF

yyy

xxx






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),( yxf D

（三）最大最小值

在有界闭域 上的最大最小值1. 求连续函数

),( yxf D1) 求 在 内部可能的极值点.

),( yxf D2) 求 在 的边界上的最大最小值.

3) 比较

2. 应用题
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题型一  求无条件极值

【例1】求函数 2233 33 yxyxz  的极值.

【例2】求函数 )(),( yxaxyyxf  的极值.
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010422222  zyxzyx

),( yxzz 

【例3】求由方程

所确定函数 的极值.









.04222
,04222

yy

xx

zzzy
zzzx

0,0  yx zz ,1x 1y )6,1,1(  ).2,1,1( 

【解1】 

令 得 驻点为 和

042)(22 2  xxxxx zzzz

0422  xyxyxy zzzzz

z
zz

z
z
zz yx

xy
x

xx 








2
,

2
)(1 2

042)(22 2  yyyyy zzzz z
z

z y
yy 




2
)(1 2
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010422222  zyxzyx

),( yxzz 

【例3】求由方程

所确定函数 的极值.

16)2()1()1( 222  zyx

22 )1()1(162  yxz

【解2】 
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),( yxf ),(),( 22 yxefyxg xy 

,0
)1(

1),(lim
22

0
1







 yx

yxyxf

y
x

),( yxg )0,0(

【例4】设 有二阶连续导数，

且 证明 在

极值，判断此极值是极大值还是极小值，并求出此极值.

点取得

0
)1(

1),(lim
22

0
1







 yx

yxyxf

y
x

)()1(),( oyxyxf  22)1( yx 

【解】由题设 知

           其中

0)0,1( f 1)0,1()0,1(  yx ff则         

xfyefg xy
x 221  ,221 yfxefg xy

y  .0)0,0(,0)0,0(  yx gg

,22)2()2( 22221
2

112112 fxxfyefyefyexfyefg xyxyxyxy
x



,2)2()()2( 222111211 xyfxefexyefyeyfxefg xyxyxyxyxy
xy 

,22)2()2( 22221
2

112112 fyyfxefxefxeyfxefg xyxyxyxy
y



,1)0,1(,2)0,1(2 12  fBfA ,2)0,1(2 2  fC
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),( yxf ),(),( 22 yxefyxg xy 

,0
)1(

1),(lim
22

0
1







 yx

yxyxf

y
x

),( yxg )0,0(

【例4】设 有二阶连续导数，

且 证明 在

极值，判断此极值是极大值还是极小值，并求出此极值.

点取得

0
)1(

1),(lim
22

0
1







 yx

yxyxf

y
x

)()1(),( oyxyxf  22)1( yx 

【解】由题设 知

           其中

0)0,1( f 1)0,1()0,1(  yx ff则         

xfyefg xy
x 221  ,221 yfxefg xy

y  .0)0,0(,0)0,0(  yx gg
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),( yxfz  )0,0( 1
)sin(

),(lim 22)0,0(),(


 yx
yxf

yx

)0,0(xf )0,0(xf

【例5】设 在点 处连续,且 则

不存在; 存在但不为零;A) B)

C) ),( yxf 在点(0,0)处取极小值; 

D) ),( yxf 在点(0,0)处取极大值; 

01
)sin(

),(lim 22)0,0(),(


 yx
yxf

yx
0)0,0( f

)0,0(

【解1】直接法. 知，

且存在 点的去心邻域，使          

由

,0
)sin(

),(
22 

 yx
yxf 0),( yxf从而

)(),( 22 yxyxf 

0)0,0( xf

【解2】排除法  取
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),( yxf 1
)(

),(lim 222)0,0(),(





 yx
xyyxf

yx

),( yxf

),( yxf
),( yxf

【例6】已知函数 在点(0,0)的某个邻域内连续,且 则

的极值点;  

C) 点(0,0)是 的极小值点;   

A) 点(0,0)不是

  B) 点(0,0)是 的极大值点;

1
)(

),(lim 222)0,0(),(





 yx
xyyxf

yx
0)0,0( f




 1
)(

),(
222 yx
xyyxf 0lim

0
0






y
x

【解】由 知 且

则 222 ))(1(),( yxxyyxf  

 

xy  )(44),( 22442 xoxxxxxxf  令 得：

xy  )(44),( 22442 xoxxxxxxf  令 得：

D)根据所给条件无法判断点 ),( yxf (0,0)是否是 的极值点;
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),( yxf 1
)(

),(lim 222)0,0(),(





 yx
xyyxf

yx

),( yxf

),( yxf
),( yxf

【例6】已知函数 在点(0,0)的某个邻域内连续,且 则

的极值点;  

C) 点(0,0)是 的极小值点;   

A) 点(0,0)不是

  B) 点(0,0)是 的极大值点;

D)根据所给条件无法判断点 ),( yxf (0,0)是否是 的极值点;
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题型二  求最大最小值

)4(2 yxyxz  xyx ,6 y

D

【例1】求函数 在直线 轴和

轴所围成的区域 上的最大值和最小值.

)238()4(2 2 yxxyyxyxxy
x
z





)24()4( 222 yxxyxyxx
y
z





【解】    







,42
,823

yx
yx

)1,2( 4)1,2( z由 可得 且

)60(6  xyx )60)(6(2),( 23  xxxyxz

),6(2)( 23 xxx 

在边界 上，    

令  

,0)(  x 4x

0)6(.64)4(,0)0(  

由 得 
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yxyxz 161222  2522  yx【例2】求函数 在

上的最大值与最小值.


















,0162

,0122

y
y
z

x
x
z

)25(1612),,( 2222  yxyxyxyxF 

【解1】 由

由 

)25(161225 22  yxyx 















,025

,0216
,0212

22 yxF

yF
xF

y

x






125)4,3(,75)4,3(  zz

 

.8,6  yx得 

解得
















.4
,3

;4
,3

2

2

1

1

y
x

y
x
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yxyxz 161222  2522  yx【例2】求函数 在

上的最大值与最小值.

,2522  yx 



20
,sin5
,cos5









y
x

 sin80cos6025 z

【解2】 
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yxyxz 161222  2522  yx【例2】求函数 在

上的最大值与最小值.

100)8()6(1612 2222  yxyxyxz

)8,6(  .
3
4 xy 

【解3】  

过原点和点 的直线为











,
3
4

,2522

xy

yx

125)4,3(,75)4,3(  zz

由 得














4
3

,4
,3

2

2

1

1

y
x

y
x
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)10(2),,,( 222  zyxyzxyzyxF 
















010
022
022

02

222 zyxF
zyF
yzxF

xyF

z

y

x








yzxyu 2 10222  zyx【例3】求函数 在约束条件

下的最大值与最小值.

【解】令   

1）当 时，0

,02,0  zxy

);2,5,1(1P );2,5,1(2 P );2,5,1(3 P );2,5,1(4 P

2）当 时，0

,5,2 22 yxzx 

);2,0,22(5 P );2,0,22(6 P
;55)()( 41  PuPu ;55)()( 32  PuPu ;0)()( 65  PuPu
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44 22  yx

0632  yx

【例4】 在椭圆 上求一点,使其到直线

的距离最短.

,
13

632 


yx
d

13
)632( 2

2 


yxd

)44()632(),,( 222  yxyxyxF 















,044

,08)632(6
,02)632(4

22 yxF

yyxF
xyxF

y

x
































,
5
3

,
5
8

,
5
3

,
5
8

2

2

1

1

y

x

y

x

【解1】 

从而得    
13
11,

13
1

),(),( 2211
 yxyx dd

)
5
3,

5
8(由本题实际意义知最短距离存在，则点 为所求的点.
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0632  yx
3
2

k

44 22  yx ,082  yyx
y
xy
4



y
x
43

2
 xy 38 

【解2】 直线 的斜率为

由 知

即

xy 38  44 22  yx



























.
5
3

,
5
8

,
5
3

,
5
8

2

2

1

1

y

x

y

x

)
5
3,

5
8(

将 与 联立得

由几何意义知，点 应为所求的点.
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【例5】 已知三角形周长为 p2

时所构成旋转体体积最大的三角形.

,求使它绕自己的一边旋转

yhV 2

3




yhzpypxppS
2
1))()(( 

,))()((
3
4

y
zpypxppV 

  )2( pzyx 

)2(ln)ln()ln()ln(),,,( pzyxyzpypxpzyxF  

2
,

4
3 pypzx 

3
max 12

pV 


【解】   
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Q x y

6
1

2
1

12 yxQ  p Q Qp 5.11160 

6 8

（22）设某产品的产量 由资本投入量 和劳动投入量 决定，生产函数为

，该产品的销售单价 与 的关系为 ,若单

和 ,求利润最大时的产量.位资本投入和单位劳动投入的价格分别为

【解】 )86( yxpQL  )86()5.11160( yxQQ 

yxxyyx 8621613920 3
1

6
1

2
1



),( 6
1

2
1

vyux 6222 8621613920 vuvuuv 

















，

，

0

0

v
L
u
L

2,16  vu 21612max Q 384



cba ,, 5
5

3 )(
5
27 cbaabc 【例7】利用条件极值的方法证明:对任意正数 ,有

,k 3xyz kzyx 

5
55
27 k

【证1】 只要证明对任意正数 函数 在条件

下的最大值不超过 即可 

)(),,,( 3 kzyxxyzzyxF  

.
5
3,

5

,0
,03

,0

,0

2

3

3

kzkyx

kzyxF
xyzF

xzF

yzF

z

y

x























得









  令

由

5
3,

5
kzkyx 

由于可能的极值点唯一,所求最大值存在,则最大值在

时取到， 33 )
5
3(

55
kkkxyz  5

55
27 k 5

5 )(
5
27 zyx 



,
333

333 zzzyxxyz 

333
zzzyx 

,k 3xyz kzyx 

5
55
27 k

【证2】 只要证明对任意正数 函数 在条件

下的最大值不超过 即可 

,kzyx 
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第六章   二重积分
本章内容要点

一. 考试内容要点精讲

(一）二重积分的概念

（二）二重积分的几何意义

（三）二重积分的性质

（四）二重积分计算
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二. 常考题型方法与技巧

 题型一  计算二重积分

 题型二  累次积分交换次序及计算

 题型三  与二重积分有关的综合题

 题型四  与二重积分有关的不等式问题
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（一）二重积分的概念

一.  考试内容要点精讲







n

k
kkk

D

fyxf
10d

),(limd),( 

（二）二重积分的几何意义

（三）二重积分的性质

1. 不等式性质 

),,(),( yxgyxf   
DD

dyxgdyxf  ),(),((1) 若  则
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 ),( yxf D

.),( MSdyxfmS
D

  

（2) 若 在 上连续，则

 （3) .),(),(  dyxfdyxf
DD
 

),( yxf D

Sfyxf
D

),(d),(  

  若 在 上连续,则 

2. 积分中值定理 
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（四）二重积分的计算

  1. 利用直角坐标计算

y x 1）先 后

 
)(

)(

2

1

),(d),(
xy

xy

b

a
D

dyyxfdxyxf 

yx 2）先 后

 
)(

)(

2

1

),(d),(
yx

yx

d

c
D

dxyxfdyyxf 

  2. 利用极坐标计算

 
)(

)(

2

1

)sin,cos(d),(









r

r
D

rdrrrfdyxf
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);(),(),( 22

y
xf

x
yfyxf 

 

【注】i) 适合用极坐标计算的被积函数:

ii)适合用极坐标的积分域:

 3.利用对称性和奇偶性计算

















D

D

yxfyxf

yxfyxfyxf
dyxf x

),(),(;0

),(),(;d),(2
),(

0




D y ①若积分域 关于 轴对称, 则:

;222 Ryx  ;2222 Ryxr  ;222 axyx  ;222 byyx 

x

















D

D

yxfyxf

yxfyxfyxf
dyxf y

),(),(0

),(),(d),(2
),(

0




② 若积分域关于 轴对称, 则
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4.利用变量对称性计算 25武忠祥考研
 
b

a

b

a
dttfdxxf )()(


),(

),(
yxD

dxdyyxf 
),(

),(
vuD

dudvvuf 
),(

),(
xyD

dydxxyf

D xy  若 关于 对称, 则 ),(),( xyyx DD  D

 
D D

xyfyxf  d),(d),(


D

yxf d),(  
D D

xyfyxf ]d),(d),([
2
1 

特别的：   
DD

dyfdxf  )()(
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