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18 二重积分举例（二重积分计算、累次积分、综合题及不等式） P185-P198



题型一  计算二重积分
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 
1

4
DD

xyddxy 

.
6
14

1

0

1

0
  

x
xydydx

【解】  原式

25武忠祥考研



D 222 Ryx  ._____d)( 2

2

2

2


D b

y
a
x 【例2】设区域 为 ,则

【解1】 drr
ba

dd
b
y

a
x R

D

32

0 0 2

2

2

2

2

2

2

2

)sincos()(   
  )11(

4 22

4

ba
R




 d
b
x

a
yd

b
y

a
x

DD
  )()( 2

2

2

2

2

2

2

2

2
1)( 2

2

2

2

 d
b
y

a
x

D

dyx
ba D
  )()11(

2
1 22

22

)11(
4

)11(
2
1

22

2

0 0

4
3

22 ba
Rdrrd

ba
R

  
 

【解2】 
 

[左端 + 右端] 
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【例4】计算 ,其中 是由

围成的区域, 为连续函数.  
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
D y

y dsin
D xy  xy 【例5】计算 ,其中 由 和 围成.   
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【例6】计算 ,其中 由曲线

所围成. 
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 
D

xyyx d)]1()1([ 33 D yxyx  22【例7】计算 ,其中 由 所确定.    

【解1】  D xy 由于区域 关于 对称，则  
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【例】(24年1）已知平面区域
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【例】（24年2,3）设平面有界区域 位于第一象限，由曲线

与直线 围成的平面区域，计算
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【例8】计算 ,其中 是由

以及曲线  所围成.
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【例9】设二元函数

计算二重积分 其中
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 
D

yyx d222 D 422  yx【例12】计算 ,其中 由 所确定. 
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D

yxeyx d},min{ )( 22

D【例13】计算 ,其中 为全平面.
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【例14】设 在区间 上连续,且

求
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题型二  累次积分交换次序及计算





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【例1】交换下列累次积分次序

【解】   
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【例2】交换累次积分

的次序
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【例3】累次积分 可写成

 B) 

C) D) 

A) 
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【例4】 计算下列累次积分
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y
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【例5】设 为连续.证明: 

 
   

   

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题型三 与二重积分有关的综合题

)(xf ,)()(
1 

t

y

t
dxxfdytF )2(F 

)2(2 f )2(f )2(f

【例1】设 为连续函数， 则

A）         B） C） D）0

等于

   
t x t

dxxfxdyxfdxtF
1 1 1

)()1()()(

)()1()( tfttF 

)2()2( fF 

1)( tf

【解1】 
    

【解2】排除法  

故应选（B）
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D yyx  22 0x ),( yxf D


D

vuvufyxyxf .dd),(81),( 22


).,( yxf

【例2】 设区域 由 和 所确定， 为

上的连续函数,且 求

,),( Adudvvuf
D



Ayxyxf

81),( 22 

【解1】 令

则       

 
D
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

)
3
2

2
(

6
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2
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2
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0
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0

22  




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D

【解2】 dudvvufdxdyyxdxdyyxf
DDD
  ),(1),( 22
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4

224 dd)
2
1()(

tyx

t yxyxfetf  ).(tf

【例3】设 在 上连续,且满足

求

  



222 4

2

0

2

0

22 )
2
1()

2
1(

tyx

t
rdrrfddxdyyxf


【解】  

 
t

drrrf
2

0
)

2
1(2

drrrfetf
tt 

2

0

4 )
2
1(2)(

2



)(88)(
24 ttftetf t   

22 42848 )4(]8[)( ttdtttdt eCtCdteteetf     

1)0( f ,1C
242 )14()( tettf  由 得
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),( yxf 10,10  yx

1)0,0( f .
1

d),(d
lim 3

2

0

0 x

x t

x

x e

uutft
 

 


【例4】设 是定义在 上的连续函数,

,求极限

3
0 0

0

0

0

2

3

2

),(
lim

1

),(
lim

x

dtutfdu

e

duutfdt
x u

xx

x t

x

x

   


  

2
0

0 3

),(
lim

2

x

dtxtf
x

x






2

2

0 3
),(lim

x
xcfx

x 


3
1)0,0(

3
1

 f

【解1】  

    

  
2

0
),(),(

x

D

t

x
dtduutfduutfdt【解2】  Sf ),( 

 
2

0

x x

t
dudtS  

2

0

3

3
1)(

x
xdttx
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),( yxf 122  yx

)0,0(f yx
yx
yfxf

D

yx dd
2

1lim 220  


 

D .1222  yx

【例5】 设 在单位圆 上有连续一阶偏导数,

 

其中 为圆环域

且在边界上取值为零,证明:

  





2

0

1
)]sin,cos(sin)sin,cos([cos drrrfrrfd yx




 dfdrrf  
2

0

2

0

1 )sin,cos(])sin,cos([

]2,0[),sin,cos(2   f

)0,0()sin,cos(lim
2

1lim
0220

ffdxdy
yx
yfxf

D

yx 



   
 

【证】 

             

    

yx
yx
yfxf

D

yx dd22 

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),( yxf 10,10:  yxD

D

D ,
2

M
yx
f





.
4

),( Mdxdyyxf
D



【例6】 设二元函数 在平面域

 上有二阶连续偏导数，在 的边界上取值为零, 且在

上有 试证

,0)1,(,0)0,(,0),1(,0),0(  xfxfyfyf

.0)1,(,0)0,(,0),1(,0),0(  xfxfyfyf xxyy

【证1】由题设知

从而有

 
1

0

1

0
),(),( dyyxfdxdxdyyxf

D

dxdy
y
fyyxyf  



1

0

1

0

1

0
]),([ )1(

1

0

1

0
xd

y
fydy 



  

dydx
yx
fx

y
fxy ])1()1([

1

0

21

0

1

0  






  



D

dxdy
yx
fxy

2

)1(

则 dxdy
yx
fxydxdyyxf

DD
 




2

)1(),(
4

)1( MdxdyxyM
D

 
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),( yxf 10,10:  yxD

D

D ,
2

M
yx
f





.
4

),( Mdxdyyxf
D



【例6】设二元函数 在平面域

 上有二阶连续偏导数，在 的边界上取值为零, 且在

上有 试证

),0(),(),( yfyxfyxf  )0),0(( yf

),( yxf x 

)]0,(),([  xx fyfx  )0)0,(( xf x

),( xyxyf

.
4

),(),( MxydxdyMdxdyxyfdxdyyxf
DD

xy
D

  

【证2】 

            
                 （拉格朗日中值定理）

                 

       

                 （拉格朗日中值定理）
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题型四  与二重积分有关的积分不等式问题

 
DDD

xIxIyxI  d)ycos(,)dycos(,dcos 222
3

22
2

22
1

},1|),{( 22  yxyxD

【例1】设

其中 则

123) IIIA  321) IIIB 

312) IIIC  213) IIID 

2222222 )( yxyxyx 

2222222 )cos()cos(cos yxyxyx 

【解】
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【例2】 设

,d)(,d||2,d)(
1||||

22
3

1||||
2

1

22
1

22





yxyxyx

yxIxyIyxI  则

;321 III ;132 III 

;213 III  ;123 III 

A) B) 

C)  D) 
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)(xf ],[ ba ,0)( xf

.)(d
)(

1d)( 2 
b

a

b

a
abx

xf
xxf

【例3】设 在 上连续,且

证明: 

},),{( byabxayxD 

    
b

a

b

a

b

a

b

a
D

dxdy
yf
xfdy

yf
dxxfdx

xf
dxxf

)(
)(

)(
1)(

)(
1)(

]
)(
)(

)(
)([

2
1

)(
1)(   

b

a

b

a
DD

dxdy
xf
yfdxdy

yf
xfdx

xf
dxxf

 






DDD

dxdydxdy
yfxf
yfxfdxdy

yfxf
yfxf 1

)()(2
)()(

)()(
)()(

2
1 2222

2)( ab 

【证1】  
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)(xf ],[ ba ,0)( xf

.)(d
)(

1d)( 2 
b

a

b

a
abx

xf
xxf

【例3】设 在 上连续,且

证明: 

【证2】由柯西积分不等式得

dx
xf

dxxfx
xf

xxf
b

a

b

a

b

a

b

a

22 )
)(

1())((d
)(

1d)(   

2
2

)(
)(

1)( abdx
xf

xf
b

a









 
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)(xf ]1,0[






 1

0

1

0

2

1

0

1

0

2

d)(

d)(

d)(

d)(

xxf

xxf

xxxf

xxxf
【例4】设 在 上单调减的正值函数,证明:

}10,10),{(  yxyxD

   
1

0

1

0

1

0

1

0

22 )()()()( dxxfdxxxfdxxxfdxxfI

   
1

0

1

0

1

0

1

0

22 )()()()( dyyfdxxxfdyyyfdxxf

【证1】 

   

  
   
D D D

dxdyxyyfxfdxdyyfxxfdxdyyfxyf ))(()()()()()( 222

  
D D

dxdyyxxfyfdxdyxyyfxfI ))(()())(()( 22

]))(()())(()([
2
1 22  

D D

dxdyyxxfyfdxdyxyyfxfI

dxdyyfxfxyyfxf
D
  )]()()[)(()(

2
1
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第一章   函数  极限  连续
第一节   函  数

第二节   极  限  

第三节   连  续  

 题型一  复合函数

 题型二  函数性态

 题型一  极限的概念性质及存在准则

 题型二  求极限

 题型三  确定极限式中参数

 题型四  无穷小量阶的比较

 题型一  讨论连续性及间断点的类型

 题型二  介值定理、最值定理及零点定理的
             证明题 25武忠祥考研



第二章   一元函数微分学
第一节   导数与微分

第二节   导数应用  

 题型一  导数的概念

 题型二  导数的几何意义

 题型三  导数与微分的计算

 题型一  函数的单调性及极值

 题型二  曲线的凹向、拐点、渐近线及曲率

 题型三  方程根的存在性及个数

 题型四  证明函数不等式

 题型五  微分中值定理有关的证明题



第三章   一元函积分学
第一节   不定积分

第二节   定积分  

第三节   反常积分  

第四节   定积分应用  

 题型一  计算不定积分

 题型二  不定积分杂例

 题型一  定积分的概念、性质及几何意义

 题型二  定积分计算

 题型三  变上限定积分函数及其应用

 题型四  积分不等式

 题型一  反常积分的敛散性

 题型二  反常积分的计算

 题型一  几何应用
 题型二  物理应用 25武忠祥考研



第四章   常微分方程

 题型一  微分方程求解

 题型二  综合题

 题型三  应用题
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第五章 多元函数微分学
第一节   重极限 连续 偏导数 全微分

第二节   偏导数与全微分的计算  

第三节   极值与最值  

题型一  讨论连续性、可导性、可微性

 题型一  求一点处的偏导数与全微分
 题型二  求已给出具体表达式函数的偏导数与全微分

 题型三  含有抽象函数的复合函数的偏导数与全微分

 题型四  隐函数的偏导数与全微分

 题型一  求无条件极值
 题型二  求最大最小值 25武忠祥考研



第六章   二重积分

 题型一  计算二重积分

 题型二  累次积分交换次序及计算

 题型三  与二重积分有关的综合题

 题型四  与二重积分有关的不等式问题
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一.复习消化强化课内容（例题，学习包习题）

二.严选题

三.660题

四.330题
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