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(四) 对面积的面积分（第一类面积分）

3.计算方法

1 . 直接法:
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  （与积分曲面的方向无关）
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若曲面 关于 面对称,则

2. 利用奇偶性

3.利用对称性

(五) 对坐标的面积分（第二类面积分）
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（与积分曲面的方向有关）
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1) 直接法:

3. 计算方法

设曲面：

2) 高斯公式:
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3) 补面用高斯公式.

4.两类面积分的联系
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【例】(24年1）设 均为连续函数, 为曲面
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【解2】排除法
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题型一 计算三重积分

其中 由

所确定.

【例1】计算

【解】 原式 dxdyzdz
zRzyx

R





222 2

22
0

dxdyzdz
zRyx

R
R 




2222

2

2

zzRzz
R

d)2( 22
0

2    
 
R
R zzRz
2

222 d)(

5

480
59 R

25武忠祥考研



,dVz


 zzyx  222 zzyx 2222 【例2】计算 其中 由 和 所确定.
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【例3】计算 其中 由曲线 绕

轴旋转一周而成的曲面和平面 所围的立体
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【例4】计算
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题型二 计算对弧长的线积分
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【例2】计算 其中 为
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【例3】计算 其中 为双纽线
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【例4】计算 其中 为

   【解1】直接法 
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题型三  计算对坐标的线积分

L 3 xy 
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【例1】计算 其中 为

从 到 的曲线段.
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分析   

【解1】 改换路径 

原式

原式
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【解2】 利用原函数
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【例3】计算 其中

为正常数, 为从点 沿曲线 到点

的弧. 
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【解】补线段
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【例4】计算 其中

为 沿逆时针方向; 

为 沿逆时针方向.
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【解】（1）
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（2） 且取顺时针方向，
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注：对线积分 除原点

外， 有连续一阶偏导数,且

此时有以下结论：

1）沿任何一条不包含原点在内的分段光滑闭曲线的积

,)()(
22 


L yx
dyyxdxyx

均相等.

分为零.

2）沿任何一条包含原点在内的分段光滑闭曲线的积分

 


L yx
ydxxdy

224

,)()(
22 


L yx
dyyxdxyx

 

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22
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xyyxI L )0,1( R

)1( R

【例5】计算 其中 是以 为中心,

为半径的圆周 取逆时针方向. 

)0,0(),(,
)4(

4
222

22











 yx

yx
xy

x
Q

y
P

,1R )0,0( L

0I

【解】 

（1）若 则 点不在 曲线围成区域内,则

,1R )0,0( L

L 14 22  yx

 



L yx

xyyxI 224
dd

 
L

ydxxdy   
D

d)11(

（2）若 则 点在曲线 所围区域内,选

为椭圆 且取逆时针方向,则
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L 






 

L 222  yx

 计算曲线积分 其中

是 ,方向为逆时针方向.

【例】(2020年1）

【解】 )0,0(),(,
)4(
84

222
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









 yx
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x
Q

y
P

1L 14 22  yx是 ,方向为逆时针方向.

dy
yx
yxdx
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yxI

L
2222 44

4

1





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 
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L
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1
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D

dxdy)11( 
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【例】（2021年）

是有界单连通封闭区域,

取得最大值的积分区域记为

（1）求 的值；

,其中 是 的正向边界.

设

（2）计算


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
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dxdyyxDI

,
x
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y
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
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
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
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
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


 
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yx
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
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
44 22
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【解】（1）

（2）

  
8



 



L
A
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ydxxdy

2)(
)(x

.1)1(  L

)(x .A

【例6】 已知曲线积分 (常数),其中 有连

及

续导数且

向闭曲线,试求

 是绕(0,0)一周的任一分段光滑正

【解】 ).0,0(),( 





 yx

x
Q

y
P

)(2)( xxx  

2)( Cxx 
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【例7】设 有二阶连续导数, ,且

其中 是右半平面 内任一分段光滑简单闭曲线,求 ).(xf0x

0x

)]([)]([
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x
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xx
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x
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y
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