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23 三重积分、线积分的计算方法及举例 P251-P259
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(四) 对面积的面积分（第一类面积分）

3.计算方法

1 . 直接法:

1. 定义  iii

n

i
i SfdSzyxf  






),,(lim),,(
10




2. 性质  


 dSzyxfdSzyxf ),,(),,(

  （与积分曲面的方向无关）
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若曲面 关于 面对称,则

2. 利用奇偶性

3.利用对称性

(五) 对坐标的面积分（第二类面积分）

1. 定义 
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2. 性质 
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（与积分曲面的方向有关）
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1) 直接法:

3. 计算方法

设曲面：

2) 高斯公式:
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3) 补面用高斯公式.

4.两类面积分的联系
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【例】(24年1）设 均为连续函数, 为曲面

的上侧，则 （ ）
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【解1】直接法  
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【解2】排除法
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题型一 计算三重积分

其中 由

所确定.

【例1】计算

【解】 原式 dxdyzdz
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 zzyx  222 zzyx 2222 【例2】计算 其中 由 和 所确定.

【解1】原式  
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【解2】设
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方法1  （先二后一）
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方法3  （奇偶性）  
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【例3】计算 其中 由曲线 绕

轴旋转一周而成的曲面和平面 所围的立体
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【例4】计算

【解】  
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【例5】设 连续,  其中 由
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【解】
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【解】  
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题型二 计算对弧长的线积分
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【例1】设 是椭圆 其周长为 则
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【例2】计算 其中 为
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【例3】计算 其中 为双纽线

【解】 
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【例4】计算 其中 为

   【解1】直接法 
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参数方程为：
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题型三  计算对坐标的线积分
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【例1】计算 其中 为

从 到 的曲线段.
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分析   

【解1】 改换路径 

原式

原式
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【解2】 利用原函数
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【例3】计算 其中

为正常数, 为从点 沿曲线 到点

的弧. 
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【解】补线段

  

dyaxyedxyxbyeI
L

xx  ]cos[)](sin[

25武忠祥考研



,dd
22 




C yx
yxxyI

C
2
1222  yyx

C 484 22  xyx

【例4】计算 其中

为 沿逆时针方向; 

为 沿逆时针方向.
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【解】（1）
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（2） 且取顺时针方向，
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注：对线积分 除原点

外， 有连续一阶偏导数,且

此时有以下结论：

1）沿任何一条不包含原点在内的分段光滑闭曲线的积

,)()(
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L yx
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均相等.

分为零.

2）沿任何一条包含原点在内的分段光滑闭曲线的积分
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【例5】计算 其中 是以 为中心,

为半径的圆周 取逆时针方向. 
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【解】 

（1）若 则 点不在 曲线围成区域内,则
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（2）若 则 点在曲线 所围区域内,选

为椭圆 且取逆时针方向,则
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 计算曲线积分 其中

是 ,方向为逆时针方向.

【例】(2020年1）
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【例】（2021年）

是有界单连通封闭区域,

取得最大值的积分区域记为

（1）求 的值；

,其中 是 的正向边界.

设

（2）计算
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【解】（1）
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【例6】 已知曲线积分 (常数),其中 有连

及

续导数且

向闭曲线,试求

 是绕(0,0)一周的任一分段光滑正
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【例7】设 有二阶连续导数, ,且
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