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【例8】计算

其中 为连结 与 的线段

之下方的任意路线,且该路线与 所围图形面积为2.    
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【例8】计算

其中 为连结 与 的线段

之下方的任意路线,且该路线与 所围图形面积为2.    
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【例9】设 是圆周 的逆时针方向,

为连续正值函数,试证: 
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【例10】计算曲线积分 其中 是柱面

与平面 的交线，从 轴正向往 轴负向看去为逆时针方向.
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【例10】计算曲线积分 其中 是柱面

与平面 的交线，从 轴正向往 轴负向看去为逆时针方向.

【解3】 化为平面线积分
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【例】(24年1）已知有向曲线 为球面 与平面

的交线，从 轴正向往负向看去为逆时针方向，计算
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【例3】计算 其中 为柱面 夹在

和 之间的部分.  

【解1】 

【解2】  
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题型五  计算对坐标的面积分 
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【例1】计算曲面积分 ,其中 是由曲面

及两平面

(如右图)的外侧.

所围成立体表面
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S xOy若曲面 关于 平面对称,则
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【例1】计算曲面积分 ,其中 是由曲面

及两平面

(如右图)的外侧.

所围成立体表面
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【例】(2023)设空间有界区域 由柱面 与平面 和

围成， 为 的边界曲面的外侧，计算曲面积分
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第二节 多元积分应用 25武忠祥考研

平面板 空间体 曲线段 曲面片
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题型一  求几何量

222 yxRz  22 yxz 【例1】计算曲面 和 所围立体体积.

dxdyyxyxRV
D

][ 22222   )
2
1:( 222 RyxD 

rdrrrRd
R

][2
0

222

0
 


 )22(

3

3


R

【解1】利用二重积分计算

      

        




 dvV 1

)22(
3

3


R

【解2】利用三重积分    

        


R

drrdd
0

24
0

2

0
sin




25武忠祥考研



222 ayx  0 zx 0z【例2】求柱面 夹在平面 与 之间部分的面积.
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x
x
y






 0



z
y

dzdx
xa

adzdx
xa

xdS
2222

2

1







  



a x

az
xa

axS
0 0

2
22

4dd4

【解1】

        

  

 L
zdsS1   

L

aasx 2
0

22 dcosd


 24aS 

【解2】利用线积分 

   则        
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题型二  计算物理量 25武忠祥考研
 )10()1()( 222  zzzyx

0z 

【例3】设 是由锥面 与平面

围成的锥体，求 的形心坐标.

.0x




 dxdydzV

 
 zD

ydxdydzydxdydz
1

0 



z

rdrrzddz
1

0

2

0

1

0
)sin( 



12
)1(

1

0

2    dzzz

 
 zD

zdxdydzzdxdydz
1

0 12
)1(

1

0

2    dzzz

【解】

  

所以 .
4
1,

4
1





V

zdxdydz
z

V

ydxdydz
y


zD

dxdydz
1

0 dzz 
1

0

2)1(
3






R H 【例4】求底半径为 ,高为 ,密度为 的均匀柱体对底面圆直径的转动惯量. 

rdzzrdrd
R H

   



2

0 0 0

222 )cos(

   
 


2

0 0

2

0

2324323 )
6
1cos

4
1()

3
1cos(

R
dRHHRdrrHHrd

)43(
12

22
2

HRHR




            

  

dvzxI y 


 )( 22

    
 

 
2

0 0 0

4
3222

42
1)(

2
1 R H HRdzrdrddvyxdvx

 



H HRdzzRdVz
0

22
222 ,

3


【解1】 

，
       

【解2】 

dvzxI y 


 )( 22
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第三节  场论初步

kjigrad
z
u

y
u

x
uu














1) 定义:

1. 梯度:  

2) 计算  

},,{),,(A RQPzyx 

z
R

y
Q

x
P












Adiv

2. 散度:  设有向量场 

},,{),,(A RQPzyx 

RQP
zyx 










kji

Arot

3. 旋度:  设有向量场 
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题型一  梯度 散度 旋度计算

k)1ln(ji),,(u 22 zxyexyzyx z 

)0,1,1(P .______udiv 

【例2】向量场 在点

处的散度

)ln( 222 zyxu  )22,1( M

._______|grad Mu

【例1】函数 在点 处的梯度

),,( zyxu

0.)grad(rot u

【例3】设数量场 有二阶连续偏导数,试证明

)(,222 ufzyxr 

,0)](grad[div rf ).(uf

【例4】设 有二阶连续导数，

试求
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一.复习消化强化课内容（例题，学习包习题）

二.严选题

三.660题

四.330题
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