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24 曲面积分计算举例；多元积分应用（质量、质心、形心、转到惯量
，变力沿曲线做功，场论初步（散度，旋度）
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【例8】计算

其中 为连结 与 的线段

之下方的任意路线,且该路线与 所围图形面积为2.    
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直线 的方程为： ,则

故  
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【例8】计算

其中 为连结 与 的线段

之下方的任意路线,且该路线与 所围图形面积为2.    
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【例9】设 是圆周 的逆时针方向,

为连续正值函数,试证: 

【证】由格林公式知
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【例10】计算曲线积分 其中 是柱面

与平面 的交线，从 轴正向往 轴负向看去为逆时针方向.
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【解2】 利用斯托克斯公式 dS
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【例10】计算曲线积分 其中 是柱面

与平面 的交线，从 轴正向往 轴负向看去为逆时针方向.

【解3】 化为平面线积分
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（格林公式）
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【例】(24年1）已知有向曲线 为球面 与平面

的交线，从 轴正向往负向看去为逆时针方向，计算

【解1】原式  
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 Syx则【例1】设曲面

题型四  计算对面积的面积分
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【解2】 原式 
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【例3】计算 其中 为柱面 夹在

和 之间的部分.  

【解1】 

【解2】  
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【例4】计算 其中 为球面
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 Szyx  ).0(2222  aazzyx【例5】计算 其中 为球面
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题型五  计算对坐标的面积分 
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【例1】计算曲面积分 ,其中 是由曲面

及两平面

(如右图)的外侧.

所围成立体表面
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【解】设 依次为 的上、下底和圆柱面部分，则
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S xOy若曲面 关于 平面对称,则
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【例1】计算曲面积分 ,其中 是由曲面

及两平面

(如右图)的外侧.

所围成立体表面

【解2】
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【例2】计算 其中

是曲面 的上侧.
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【解】  
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【例】(2023)设空间有界区域 由柱面 与平面 和

围成， 为 的边界曲面的外侧，计算曲面积分

【解】 
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【例3】计算 其中

1) 为 的上侧. 

为上半椭球面2) 
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【例5】设 为曲面 的下侧, 是连续函数,计算
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第二节 多元积分应用 25武忠祥考研

平面板 空间体 曲线段 曲面片

几何度量

质量

质心

形心

转动惯量
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1.变力作功:       
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2.通量:      
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题型一  求几何量

222 yxRz  22 yxz 【例1】计算曲面 和 所围立体体积.
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【解1】利用二重积分计算
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222 ayx  0 zx 0z【例2】求柱面 夹在平面 与 之间部分的面积.
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【解2】利用线积分 
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题型二  计算物理量 25武忠祥考研
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【例3】设 是由锥面 与平面

围成的锥体，求 的形心坐标.
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R H 【例4】求底半径为 ,高为 ,密度为 的均匀柱体对底面圆直径的转动惯量. 
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第三节  场论初步
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1) 定义:

1. 梯度:  

2) 计算  
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2. 散度:  设有向量场 
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3. 旋度:  设有向量场 
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题型一  梯度 散度 旋度计算
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【例2】向量场 在点

处的散度
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【例3】设数量场 有二阶连续偏导数,试证明
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【例4】设 有二阶连续导数，
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一.复习消化强化课内容（例题，学习包习题）

二.严选题

三.660题

四.330题
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