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第一章 函数、极限、连续 

【大纲要求】 

1．理解函数的概念，掌握函数的表示法，并会建立应用问题中的函数关系. 

2．了解函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性. 

3．理解复合函数及分段函数的概念，了解反函数及隐函数的概念. 

4．掌握基本初等函数的性质及其图形，了解初等函数的概念. 

5．理解极限的概念，理解函数左极限与右极限的概念，以及函数极限存在与左、右极

限之间的关系. 

6．掌握极限的性质及四则运算法则. 

7．掌握极限存在的两个准则，并会利用它们求极限，掌握利用两个重要极限求极限的

方法. 

8．理解无穷小量、无穷大量的概念，掌握无穷小量的比较方法，会用等价无穷小量求

极限. 

9．理解函数连续性的概念（含左连续与右连续），会判别函数间断点的类型. 

10．了解连续函数的性质和初等函数的连续性，理解闭区间上连续函数的性质（有界性、

最大值和最小值定理、介值定理），并会应用这些性质. 

 

 

第一节  函数 

知识点 1 函数的三要素 

定义 1 若 为一个非空实数集合，设有一个对应法则 ，使得对每一个 都有一个确

定的实数 与之对应，则称这个对应法则 为定义在 上的一个函数关系，或称变量 是

变量 的函数，记作 .其中 称为自变量， 称为因变量，集合 称为函

数的定义域，也可以记作 .对于 所对应的 的值，记作 或 ，称为当

时函数 的函数值. 

全体函数值组成的集合 ，称为函数 的值域，记作 . 

例 1求
1

( )
( 1) ln

x
x

f x
x x x





的定义域. 

 

D f x D

y f D y

x ( ),y f x x D  x y D

( )D f
0x D y

0y 0( )f x

0x x ( )y f x

 ( ),y y f x x D  ( )y f x  f D
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例 2下列函数对中，两函数相等的是（  ） 

与                           与  

与              与  

 

 

 

 

 

 

 

知识点 2 反函数 

定义2设 为定义在 上的一个函数，其值域为 .如果对于每一个 ，

都有一个唯一确定的 使得 与之对应，我们就将该对应法则记作 ，这个定义

在 上的函数 就称为函数 的反函数，或称它们互为反函数. 

例 3 求  sin , 0,2y x x   的反函数. 

 

 

 

 

 

例 4 （1）求  arcsin sin , 0,
2

y x x
 

  
 

； 

（2）  arcsin sin , ,
2

y x x



 

  
 

. 

 

 

 

 

 

知识点 3 复合函数 

定义 3设 与 为两个函数，如果 的值域 包含于

的定义域 ，则可以定义 为函数 与 的复合函数，记

( ).A ln xe x ( ).B ln(1 ) ln(1 )x x   2ln(1 )x

( ).C ( 1)x x 
1x

x
x


( ).D 2 2 1x x  1x 

( )y f x D  f D  y f D

x  f x y 1f 

 f D  1x f y ( )y f x

1( ),y f u u D  2( ),u g x x D  ( )g x  2g D

( )f u
1D 2( ( )),y f g x x D  ( )f u ( )g x
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作 或 . 

重要考点：分段函数的复合 

常见分段函数 

○1 符号函数：

1, 0

sgn 0, 0

1, 0

x

y x x

x




  
 

； 

○2 绝对值函数： ( )y f x ； 

○3 取整函数： [ ( )]y f x ； 

④最大值函数：   max ( ),y f x g x ； 

⑤最小值函数：   min ( ),y f x g x ； 

取整函数的常用结论： 

1 [ ]  x x x；[ ] [ ]  x n x n； [ ]n x nx ；[ ] [ ] [ ]x y x y   . 

例 5设    2sin , .
sin

x
f x f x

x
 求

 
 

 

 

 

例 6 设
3

4

1
( )

1

x x
f x

x x


 


，则 ( ) ______f x  . 

 

 

 

 

例 7设函数 ( )f x 的定义域为  0 +， 且满足
2

2

2

1 2
2 ( ) ( )

1

x x
f x x f

x x


 


. 求 ( )f x . 

 

 

 

 

例 8设
,

( )
,

2 0

02

xx
f x

xx


 


求 [ ( )]f f x , . 

( ( ))y f g x f g

)]}([{ xfff
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例 9（2001—2） 则 = 

（ A ） 0.（B）1.（C） .  （D） ． 

 

 

 

例 10设 求  

 

 

 

 

 

定义 4 幂函数，指数函数，对数函数，三角函数与反三角函数称为基本初等函数. 

 

1.基本初等函数 

（1）幂函数
xy  （常数）. 

    （2）指数函数
xay   ( 0a ， 1a 常数)， exy  （e 2.7182 ，无理数）. 

    （3）对数函数 xy alog （ 1,0  aa 常数）. 

    常用对数
10log lgy x x  ，自然对数 elog lny x x  . 

    常用的对数性质： log log loga a axy x y  ； log logm

a ax m x . 

我们常说的“ e 抬起法”就是基于指数与对数的关系给出的. 

“ e 抬起法”：  
            ln ln

e e 0 .
v xv x u x v x u x

u x u x    

（4）三角函数 xy sin ； xy cos ； xy tan ； xy cot ； xy sec ； xy csc  

三角函数的诱导公式，倍角半角公式，和差化积，积化和差公式都要求大家熟记. 

    （5）反三角函数 xy arcsin ； xy arccos ； xy arctan ；arccot x . 

熟记基本初等函数的概念，性质及其图像.  

1

1

0

1
)(










x

x
xf )]}([{ xfff

1

1

0

1









x

x

1

1

1

0









x

x

2

2, 0, 1
( ) , ( ) .

, 1 1, 0

x x xe x
f x g x

x x x x

  
  

   
 ( ) .f g x
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2．初等函数 

由基本初等函数和常数经过有限次四则运算和复合运算得到的可以用一个式子来表达

的函数称为初等函数. 

 

知识点 3 函数的特性 

定义 5 对于函数 ，如果在某区间 内的任意两点 都满足

（或 ），就称函数 在 上单调递增（或单调递减），相应

地称 是 的一个单调增区间（或单调减区间）.如果对区间 内的任意两点 都

有 （或 ），我们就称函数 在 上单调不减（或单调不增）. 

单调性 1） 设 ( )f x 在区间 I 上可导，若   0,f x  则 ( )f x 在区间 I 上单调递增.设 ( )f x  

在区间 I 上可导，若   0,f x  则 ( )f x 在区间 I 上单调递减. 

判断：若 ( )f x 在区间 I 上单调递增，且在区间 I 上可导，则   0f x  . 

2） 设 ( )f x 在区间 I 上可导，若   0f x   ( )f x 在区间 I 上单调不减.  

    设 ( )f x  在区间 I 上可导，若   0f x   ( )f x 在区间 I 上单调不增. 

定义 6 对于函数 ，如果存在正数 ，使得对函数 在其定义域 内

的任意一点 都有 ，就称 是一个周期函数，而 是 的一个周

期.易知如果 是 的一个周期，那么对任意的正整数 ， 都是 的周期.在

的所有周期中，我们把其中最小的称为最小正周期. 

注：常见周期函数： 

2 2

sin , 2 ; cos , 2

tan , ; cot ,

sin , ; cos ,

y x T y x T

y x T y x T

y x T y x T

 

 

 

   

   

   

 

定义 7对于函数 ，如果对其定义域 内的任意一点 ，都有

（或 ），就称 是一个偶函数（或奇函数）. 

注：1）常见的奇函数： 

( ),y f x x D  I
1 2x x

1 2( ) ( )f x f x 1 2( ) ( )f x f x ( )f x I

I ( )f x I
1 2x x

1 2( ) ( )f x f x 1 2( ) ( )f x f x ( )f x I

( ),y f x x D  T ( )y f x D

x ( ) ( )f x T f x  ( )f x T ( )f x

T ( )f x n nT ( )f x

( )f x

( ),y f x x D  D x ( ) ( )f x f x 

( ) ( )f x f x   ( )f x
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 2 1
, sin , tan , cot , ln 1 ln

1

( ) ( ) ( ) ( ) .

k

x x

x x

x
y x k y x y x y x y x x y

x

e e
F x f x f x f x

e e





 
         

 


   



为奇数, ,

，

 

2）常见的偶函数： 

, cos , ( ) ( ) ( )ky x k y x y x F x f x f x     为偶数, ,  

定义 8 设 是一个函数，如果存在一个实数 ，使得对定义域 内任意的

一点 ，都有 ，则称函数 在 内有上界，并称 是函数 在 内的

一个上界；如果存在一个实数 ，使得对定义域 内任意的一点 ，都有 ，则称

函数 在 内有下界，并称 是函数 在 内的一个下界.如果存在正数 ，使

得对定义域 内任意的一点 ，都有 ，则称函数 在 内有界. 

注：1）函数 在 内有界当且仅当 在 内有上界且有下界. 

2）常见的有界函数： 

 

例 11讨论函数下列函数在其定义域内的有界性: 

， ， ,
2

1 1
( ) sinf x

x x
 . 

 

 

 

例 12    cossin e xf x x x x    ∞ ∞ 是                             （    ） 

（A）有界函数．   （B）单调函数．   （C）周期函数．   （D）偶函数． 

 

  

( ),y f x x D  M D

x ( )f x M ( )f x D M ( )f x D

m D x ( )f x m

( )f x D m ( )f x D M

D x ( )f x M ( )f x D

( )f x D ( )f x D

 

2

( ) sin ,                         ( ) 1

1, 0

( ) sgn( ) 0, 0        ( ) 1

1, 0

1
( )                         ( )

1 2

( ) arcsin , 1,1     ( )
2

f x x f x

x

f x x x f x

x

x
f x f x

x

f x x x f x


 




  
 

 


   

21

x

x
sin

1

xe

x

 
 

 
sinx x
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第二节  数列极限 

知识点 1 数列极限的定义及性质 

定义 1 对于数列 ，如果存在实数 ，使得 ， 一个正整数 ，当 时，

有 ，则称数列 收敛于 ，记作 . 

数列基本性质 

1）数列极限的基本性质 

（1）唯一性 若数列 的极限存在，则其极限值唯一. 

（2）有界性 若数列 的极限存在，则数列 有界. 

（3）保号性 若 ，则存在正整数 ，使得当 时，有 ； 

保号性也可以有如下等价的表述方式：假设存在正整数 ，使得当 时， ，

并且 存在，则 . 

 

 

知识点 2 数列极限的四则运算 

 

极限的四则运算：假设 ，则有： 

， ， （ ） 

 

知识点 3 数列极限存在准则 

 

准则 1夹逼定理 

如果数列     , ,n n nx y z 满足下列条件： 

1）从某项起，即 N ，当n N 时，有 n n ny x z  ； 

2） lim , lim ,n n
n n

y a z a
 

   

那么数列 nx 的极限存在，且 lim .n
n

x a


  

准则 2单调有界原理     单调有界数列必有极限. 

 

例 1 求下列极限 

（1）（1990）极限 lim( 3 )
n

n n n n


   
∞

       . 

 nx a 0   0N  n N

|nx a  |  nx a lim n
n

x a




 nx

 nx  nx

lim 0n
n

x


 0N  n N 0nx 

0N  n N 0nx 

lim n
n

x


lim 0n
n

x




lim , limn n
n n

x A y B
 

 

 lim n n
n

x y A B


   lim n n
n

x y AB


 lim n

n
n

x A

y B
 0B 
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（2）(2006-3)

( 1)
1

lim

n

n

n

n





 
 

 ∞
       . 

 

 

 

 

 

例 2 求下列极限 

（1） lim
2 2 2 2

1 2 3

1 1 1 1n

n

n n n n

 
    

    
 

（2） lim
2 2 2 2

1 2 3

1 2 3n

n

n n n n n

 
    

    
 

（3） lim
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3

1 2 3n

n

n n n n n

 
    

    
 

（4）（1995-2）
2 2 2

1 2
lim

1 2n

n

n n n n n n n

 
    

      
___________. 

 

 

 

例 3 求
2( ) lim 1 2

n nn

n
f x x x


   . 

 

 

例 4设 nx 是数列，下列命题中不正确的是（  ）． 

（A）若 lim n
n

x a


 ，则 2 2 1lim limn n
n n

x x a
 

  ． 

（B）若 2 2 1lim limn n
n n

x x a
 

  ，则 lim n
n

x a


 ．      

（C）若 lim n
n

x a


 ，则 3 3 1lim limn n
n n

x x a
 

  ．       

（D）若 3 3 1lim limn n
n n

x x a
 

  ，则 lim n
n

x a


 ． 

 

例 5 若 aan
n




lim ，且 0a ，则当n 充分大时有（  ） 



 

10 

 

（A） 
2

n

a
a .     （B） 

2
n

a
a .      

（C） 
1

 na a
n
.    （D） 

1
 na a

n
. 

 

 

例 6（1991）设数列的通项为

2

, ,

1
,  

n

n n
n

nx

n
n

 


 



为奇数

为偶数.

则当n ∞时，
nx 是                                                                    

（A）无穷大量.                        （B）无穷小量. 

（C）有界变量.                       （D）无界变量. 

例 7设 }{},{},{ nnn cba 均为非负数列，且 0lim 


n
n

a , 1lim 


n
n

b , 


n
n

clim ,则必有（   ） 

 A nn ba  对任意 n 成立.             B  nn cb  对任意n 成立. 

 C  极限 nn
n

ca


lim 不存在.             D  极限 nn
n

cb


lim 不存在.   

 

 

 

例8 (1998-2)设数列{ }nx 与{ }ny 满足 lim 0n n
n

x y



∞

，则下列断言正确的是    (    ) 

（A）若{ }nx 发散，则{ }ny 必发散.  

（B）若{ }nx 无界，则{ }ny 必有界. 

（C）若{ }nx 有界，则{ }ny 必为无穷小. 

（D）若
1

nx

 
 
 

为无穷小，则{ }ny 必为无穷小. 
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第三节  函数极限 

知识点 1 函数极限的定义及性质 

定义 1 设函数 在 的某去心邻域内有定义，如果存在实数 ，使得 ， 一个

正数 ，当 时，有 ，则称 在 点处的

极限值为 ，记作 lim ( )
0x x

Af x


 . 

设函数 在 的某左邻域内有定义，如果存在实数 ，使得 ， 一个正数 ，

当 时，有 ，则称 在 点处的左极限为 ，记作

lim ( )
0x x

Af x




 . 

类似地，可以定义右极限. 

定义 2 设函数 在 上有定义（ 为某正数），如果存在实数 ，使

得 ， 一个正数 ，当 时，有 ，则称当 时

的极限值为 ，记作 . 

设函数 在 上有定义（ 为某正数），如果存在实数 ，使得 ， 一

个正数 ，当 时，有 ，则称当 时 的极限值为 ，

记作 . 

类似地，可以定义 时 的极限 . 

定义 3如果在某极限过程 中（ 可以表示上述七种极限过程中的任何一种，下同），

函数 的极限值为 ，也即 ，则称 为当 时的无穷小量. 

定义 4 如果在某极限过程 中，函数 的函数值无限增大，则称函数 为该极

限过程中的无穷大量.具体地说： 

 

例 1计算下列函数极限 

（1）                 （2）                

( )f x
0x A 0  

0     0 0 0 0, ,x x x x x    ( ) |f x A  | ( )f x
0x

A

( )f x
0x A 0   0 

 0 0,x x x  ( ) |f x A  | ( )f x
0x A

( )f x    , ,X X  X A

0   0M  x M ( ) |f x A  | x  ( )f x

A lim ( )
x

f x A




( )f x  , X X A 0  

0M  x M  ( ) |f x A  | x  ( )f x A

lim ( )
x

f x A




x  ( )f x lim ( )
x

f x


x  x 

( )f x 0 lim ( ) 0
x

f x


 ( )f x x 

x  ( )f x ( )f x

lim ( ) 0, 0, | ( ) |
x a

f x M x a f x M 


      一个正数 当| 时,恒有| 。

2

2

1
lim

2x

x x

x

 



2

3

3 4 1
lim

2 1x

x x

x x

 

 
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（3）                 

注：（1）（2）（3）的结论可以作如下总结和推广： 

其中 . 

【定理 1.1】 lim ( )
0x x

f x


存在当且仅当 lim ( )
+
0x x

f x


与 lim ( )
0x x

f x




存在且相等. 

存在当且仅当 与 存在且相等. 

例 2求下列极限
 

（1）（1997-2）求极限
2

2

4 1 1
lim

sinx

x x x

x x

   


 

 

 

 

（2）（1992-3）当 1x 时，函数
12

1
1

1
x

x
e

x





的极限（   ） 

 A 等于 2      B  等于 0      C  为       D 不存在但不为  

 

 

（3）（2003—1） 

 

 

 

 

2）函数极限的基本性质 

（1）唯一性 若函数极限 lim ( )
0x x

f x


存在，则其极限值唯一. 

（2）有界性 若函数极限 lim ( )
0x x

f x


存在，则存在正数 ，使得函数 在 的去心邻

域 内有界. 

2 4 1
lim

2x

x x

x

 



1

1 1 0

1

1 1 0

,

...
lim 0,

...
,

n

nn n

n n

m mx
m m

a
m n

b
a x a x a x a

m n
b x b x b x b

m n











    
 

     



, 0n ma b 

lim ( )
x

f x


lim ( )
x

f x


lim ( )
x

f x


1

40

2 sin
lim

| |
1

x

x
x

e x

x
e



 
 

 
  

0  ( )f x
0x

   0 0 0 0, ,x x x x  
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（3）保号性 若 ，则 正数 ，使得当 时，

有 . 

保号性也可以有如下等价的描述方式：若 正数 ，使得当 

时，有 ，并且 lim ( )
0x x

f x


存在，则 lim ( )
0

0
x x

f x


 . 

 

 

例4（1998-2）设函数 ( )f x 在 x a 的某个邻域内连续，且 ( )f a 为其极大值，则存在 0  ，

当 ( , )x a a    时，必有                              （    ） 

（A） ( )[ ( ) ( )] 0x a f x f a  .   （B） ( )[ ( ) ( )] 0x a f x f a  . 

（C）
2

( ) ( )
lim 0( )

( )t a

f t f x
x a

t x





.       （D）

2

( ) ( )
lim 0( )

( )t a

f t f x
x a

t x





. 

 

 

 

例 5（1987-1）设
2

( ) ( )
lim 1

( )x a

f x f a

x a


 


，则在 x a 处            （   ） 

（A） ( )f x 的导数存在，且 ( ) 0f a  .   （B） ( )f x 取得极大值. 

（C） ( )f x 取得极小值.               （D） ( )f x 的导数不存在. 

 

 

知识点 2 函数极限的四则运算 

 

极限的四则运算：设 ，则有： 

， ，  

例 6设 lim ( )
x a

f x A


 ， lim ( )
x a

g x


不存在， lim ( )
x a

h x


不存在，有以下命题： 

① lim[ ( ) ( )]
x a

f x g x


 不存在.   ② lim[ ( ) ( )]
x a

g x h x


 不存在. 

③ lim[ ( ) ( )]
x a

h x g x


 不存在.       ④ lim[ ( ) ( )]
x a

g x f x


 不存在. 

则以上命题中正确的个数是                                   （    ） 

lim ( ) 0
x a

f x


  0     0 0 0 0, ,x x x x x   

( ) 0f x 

 0 

   0 0 0 0, ,x x x x x    ( ) 0f x 

lim ( ) , lim ( )
x a x a

f x A g x B
 

 

lim[ ( ) ( )]
x a

f x g x A B


   lim ( ) ( )
x a

f x g x AB



( )

lim ( 0)
( )x a

f x A
B

g x B
 
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（A）1.       （B）2.  （C）3.      （D）4. 

 

例 7（2000-3） 设对任意的 x ，总有      x f x g x   ，且    lim 0
x

g x x


    ，

则  lim
x

f x


（   ） 

 A 存在且等于零   B 存在但不一定零   C 一定不存在   D 不一定存在 

 

 

 

 

 

例 8设对任意的 x ，总有    f x a g x  ，且    lim 0
x

f x g x


    ，则  lim
x

f x


（   ） 

 A 存在且等于a    B 存在但不一定为a    C 一定不存在   D 不一定存在 

 

 

 

定义 5无穷小 

以 0 为极限的量.也即，如果 lim ( ) 0
x

f x


 ，则称 x  时 ( )f x 为无穷小. 

定义 6设在某极限过程 中，函数 都为无穷小量，并且都不为 . 

如果 ，则称当 时， 为 的高阶无穷小量，或 为 的

低阶无穷小量，记作 ； 

如果 ，则称当 时， 与 同阶无穷小量； 

如果 ，则称当 时， 与 为等价无穷小量，记作 ；

如果
( )

lim
( )

0
k

x

x
C

x





  （ ），则称当 时， 是 的 阶无穷小. 

注：等价无穷小量性质： （反身性）； （对称性）；

（传递性）. 

x  ( ), ( )x x  0

( )
lim 0

( )x

x

x




 x  ( )x ( )x ( )x ( )x

( ) ( ( ))x o x 

( )
lim 0

( )x

x
C

x




  x  ( )x ( )x

( )
lim 1

( )x

x

x




 x  ( )x ( )x ( ) ~ ( )x x 

0k  x  ( )x ( )x k

( ) ~ ( )x x  ( ) ~ ( ) ( ) ( )x x x x   

( ) ~ ( ), ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x     
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1）无穷小的常见性质 

（1）有限个无穷小量之和或乘积仍为无穷小量； 

（2）无穷小量与有界量的乘积仍为无穷小量. 

 

【定理 1.2】若存在正整数 ，使得当 时，有 成立，并且

，则 . 

【定理 1.3】若存在正数 ，对于任意满足 的 都有 ，

且 ,则 . 

2）两个重要极限 

；  

3）常见的等价无穷小 

当 0x 时， 

sin ~x x，   tan ~x x，   arcsin ~x x ，  arctan ~x x， 

21
1 cos ~

2
x x ，  e 1 ~x x ，   1 ~ lnxa x a  ，   ln 1 ~x x ， 

  21
ln 1 ~

2
x x x  ，  1 1 ~x x


  ，  31

sin ~ ~ arcsin
6

x x x x x  ， 

31
tan ~ ~ arctan

3
x x x x x  ，   31

tan sin ~ ~ arcsin arctan
2

x x x x x  . 

4）等价无穷小替换求极限 

【定理】设 1 1~ , ~ ,    且 1

1

lim



存在，则 1

1

lim lim


 
. 

洛必达法则 

（1） 情况 

   设 满足 

   ⅰ） 或  

   ⅱ） 在 的领域内可导（ 点除外）且  

   ⅲ） 存在或为 或 . 

   则有  

0N  n N n n nx y z 

lim limn n
n n

x z a
 

  lim n
n

y a




 00 | |x x    x ( ) ( ) ( )x f x x  

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

x x A 
 

 
0

lim ( )
x x

f x A




0

sin
lim 1
x

x

x
  

1

0
lim 1 x

x
x e


 

x a

( ), ( )f x g x

lim ( ) lim ( ) 0
x a x a

f x g x
 

  lim ( ) , lim ( )
x a x a

f x g x
 

   

( ), ( )f x g x a a '( ) 0g x 

'

'

( )
lim

( )x a

f x

g x
 

'

'

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x a x a

f x f x

g x g x 

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（2） 情况 

   设 满足 

   ⅰ） 或  

   ⅱ）存在一个正数 X,当 时有 可导，且  

   ⅲ） 存在或为 或 . 

   则有

 

 

例 9计算下列函数极限 

（1）
20

sin
lim

(e 1)xx

x x

x




                      

 

 

（2）
20

ln cos
lim
x

x

x
       

 

 

（3）（2004-2）求极限
30

1 2 cos
lim 1

3

x

x

x

x

  
  

   

 

 

 

（4）（2003—1）  

 

 

 

（5）
0

1 cos
lim

(1 cos )x

x

x x





.

 

 

（6）

1

0
lim ( 0, 0, 0)

3

  
   

 

x x x x

x

a b c
a b c . 

 

x 

( ), ( )f x g x

lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x g x
 

  lim ( ) , lim ( )
x x

f x g x
 

   

| |x X ( ), ( )f x g x '( ) 0g x 

'

'

( )
lim

( )x

f x

g x
 

'

'

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x

f x f x

g x g x 


2

1

ln(1 )

0
lim(cos ) x

x
x 


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例 10下列各题计算过程中正确无误的是                                 （    ） 

（A）数列极限
ln (ln ) 1

lim lim lim 0
n n n

n n

n n n  


  


. 

（B）
2

21 1 1

sin π πcosπ π sin π
lim lim lim 0

3 2 1 6 2 6x x x

x x x

x x x  


  

  
. 

（C）

2

0 0

1 1 1
sin 2 sin cos

lim lim
sin cosx x

x x
x x x

x x 



 不存在. 

（D）
0 0

sin 1 cos
lim lim

sin 1 cosx x

x x x

x x x 

 
  

 
. 

 

 

 

 

 

例 11计算下列函数极限 

（1）
2

0

1 1
lim

e cosxx

x

x

 



 

 

      

（2）
0

lim ln
x

x x


  

 

（3）求极限 2 1
lim ln 1
x

x x
x

  
   

  
. 

 

（4）（2007—3）  

 

例 12（2001—2） 时， 是比 高阶的无穷小，而 是

比 高阶的无穷小，则正整数 等于 

 1            2             3             4 

 

 

3 2

3

1
lim (sin cos )

2xx

x x
x x

x

 




0x )1ln()cos1( 2xx 
nxxsin nxxsin

1
2

xe n

( ).A ( ).B ( ).C ( ).D
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例 13设当 0x 时，   21 cos ln(1 )x x  是 x 的（    ）无穷小. 

（A）1阶.        （B）2阶.     （C）3阶.       （D）4阶. 

泰勒公式 

定理 1（佩亚诺余项的n 阶泰勒公式） 

设 ( )f x 在 0x 处有n 阶导数，则存在 0x 的一个邻域，对于该邻域内的任一 x ，都有 

( )
20 0 0

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),

1! 2! !

n
n

n

f x f x f x
f x f x x x x x x x R x x x

n

 
         

其中  0 0( ) ( ) ( )n

nR x o x x x x   称为佩亚诺余项. 

求极限的方法中用泰勒公式就是这种情形，根据不同情形取适当的n ，所以对常用的初

等函数如e ,sin ,cos , ln(1 )x x x x 和 (1 )x  （ 为实常数）等的n 阶泰勒公式都要熟记. 

注：当 0 0x  时，n 阶泰勒公式也称为n 阶麦克劳林公式. 

需要记住以下五个泰勒展开式： 

 

 

2 3

3 5 2 1
2 1

2 4 2
2

2 3 1

2

e 1 + ( );
2 3!

( 1)
sin + ( );

3! 5! 2 1 !

( 1)
cos 1 + ( );

2! 4! 2 !

( 1)
ln(1 ) ( );

2 3

( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) 1 ( ).

2! !

n
x n

n n
n

n n
n

n n
n

n
a n

x x x
x o x

n

x x x
x x o x

n

x x x
x o x

n

x x x
x x o x

n

a a a a a n x
x ax x o x

n






     


    




    


      

   
      

！ ！

 

 

 

例 12

 
2

2
2

20

1 1
2lim

cos sinxx

x
x

x e x

  


. 
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函数极限的应用之 

曲线的渐近线 

1）.垂直渐近线( ) 

如果函数在 处的左右极限中至少有一个等于 或 ，则称 为曲线的垂直渐

近线. 

2）.水平渐近线( ) 

如果有 或 ，则称 为曲线的水平渐近线. 

3）.斜渐近线( ) 

如果有 或 ，则称 为曲线的斜渐

近线. 

求函数斜渐近线的方法： 

ⅰ）.计算
( )

lim ;
x

f x
k

x
       ⅱ）.再计算  lim ( )

x
b f x kx


 

 

例 1 曲线 的水平渐近线方程为 

 

 

例 2（2012-123）曲线
2

2 1

x x
y

x





渐近线的条数为（   ） 

 A 0         B 1       C 2       D 3 

 

 

 

例 3（2007-123）曲线  
1

ln 1 e xy
x

   的渐近线的条数为（   ） 

 A 0.               B 1.           C 2.               D 3.          

 

 

例 4（2010-2）曲线
3

2

2

1

x
y

x



的渐近线方程为  . 

 

 

例 5（2005-2）曲线
x

x
y

2

3

)1( 
 的斜渐近线方程为        .  

x a

x a   x a

y a

lim ( )
x

f x a


 lim ( )
x

f x a


 y a

y kx b 

lim ( ) ( ) 0
x

f x kx b


   lim ( ) ( ) 0
x

f x kx b


   y kx b 

4sin

5 2cos

x x
y

x x





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第四节 函数的连续性 

【定义 1.1】假设函数 在 的某邻域内有定义，并且 ，则称函数

在 点处连续. 

假设函数 在 的某右邻域内有定义，并且 ，则称函数 在 点

处右连续. 

类似地，我们还可以定义左连续. 

例 1（1997—2）已知 在 处连续，则        . 

 

 

例 2若 在 上连续，则                 

 

 

 

 

【定义 1.2】 假设函数 在开区间 内有定义，如果 在 上每一点都连续，

则称函数 在开区间 上连续. 

假设函数 在闭区间 内有定义，如果 在开区间 上连续，并且 在

处右连续，在 处左连续，则称函数 在闭区间 上连续. 

类似地，我们可以得到函数在区间 或 上连续的定义. 

【定义 1.3】 假设函数 在 的某邻域内有定义，并且函数 在 处不连续，则

称 为函数 的间断点. 

【定义 1.4】 假设 为函数 的间断点，若 与 均存在，则称 为

函数 的第一类间断点；若 与 至少有一个不存在，则称 为函数

的第二类间断点. 

在第一类间断点中，如果 ，则称 为函数 的可去间断点；如果

( )f x
0x  

0
0lim ( )

x x
f x f x




( )f x
0x

( )f x
0x  

0

0lim ( )
x x

f x f x


 ( )f x
0x

2

(cos ) , 0
( )

, 0

xx x
f x

a x



  
 


0x a 

2sin 2 1
, 0

( )

, 0

axx e
x

f x x

a x

  


 
 

( , )  a 

( )f x  ,a b ( )f x  ,a b

( )f x  ,a b

( )f x  ,a b ( )f x  ,a b ( )f x

x a x b ( )f x  ,a b

 ,a b  ,a b

( )f x
0x ( )f x

0x

0x ( )f x

0x ( )f x
0

lim ( )
x x

f x
 0

lim ( )
x x

f x


0x

( )f x
0

lim ( )
x x

f x
 0

lim ( )
x x

f x


0x

( )f x

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  


0x ( )f x
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，则称 为函数 的跳跃间断点. 

在第二类间断点中，如果 与 至少有一个为 ，则称 为函数 的无

穷间断点；如果 与 均不为 ，则称 为函数 的振荡间断点. 

例 3（2005-2）设函数 ,

1

1
)(

1 



x

x

e

xf 则（   ） 

 A 0x  , 1x  都是 ( )f x 的第一类间断点.  

 B 0x  , 1x  都是 ( )f x 的第二类间断点. 

 C 0x  是 ( )f x 的第一类间断点， 1x  是 ( )f x 的第二类间断点. 

 D 0x  是 ( )f x 的第二类间断点， 1x  是 ( )f x 的第一类间断点.     

 

 

例 4（2009—3）函数 的可去间断点的个数为：（   ） 

. 1  . 2     . 3  .无穷多个 

 

 

 

例 5（2003—2）：设函数  

问 为何值时， 在 处连续； 为何值时， 是 的可去间断点？ 

 

 

 

 

 

例 6设函数
2

1
( ) lim

1 nn

x
f x

x





，则下列结论成立的是                    （    ） 

（A） ( )f x 无间断点.      （B） ( )f x 有间断点 1x  .  

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  


0x ( )f x

0

lim ( )
x x

f x
 0

lim ( )
x x

f x



0x ( )f x

0

lim ( )
x x

f x
 0

lim ( )
x x

f x



0x ( )f x

3

( )
sin

x x
f x

x




 A  B  C  D

,0

,0

,0

,

4
sin

1

,6

,
arcsin

)1ln(

)(
2

3





























x

x

x

x
x

axxe

xx

ax

xf
ax

a ( )f x 0x  a 0x  ( )f x
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（C） ( )f x 有间断点 0x  .    （D） ( )f x 有间断点 1x   .  

 

 

 

例 7函数

2

0

sin
( ) lim 1

x

t

t

t
f x

x

 
  

 
在 ( , ) ∞ ∞ 内                       （    ） 

（A）连续.          （B）有可去间断点.     

（C）有跳跃间断点.         （D）有无穷间断点. 

 

 

 

 

2.基本性质 

1）连续函数的四则运算 

【定理 1.4】设 均在某区间 上连续，则函数 ，

， 都在 上连续 

2）复合函数的连续性 

【定理 1.5】设 均在其定义域上连续，且有 ，则

是 上的连续函数. 

3）反函数的连续性 

【定理 1.6】设 是 上的连续函数， 是它的反函数，

则 是 上的连续函数. 

4）初等函数的连续性 

【定理 1.7】一切初等函数都在其定义域内连续. 

5）闭区间上连续函数的性质 

定理 1（最值定理）如果函数 ( )f x 在闭区间 ,a b 上连续，则在这个区间上一定存在

最大值M 和最小值m . 

推论：如果函数 ( )f x 在闭区间 ,a b 上连续，则 ( )f x 必在 ,a b 上有界. 

定理 2（介值定理）如果函数 ( )f x 在闭区间 ,a b 上连续，且其最大值和最小值分别

( ), ( )f x g x I  1 2 1 2( ) ( ), ,k f x k g x k k R 

( ) ( )f x g x
( )

( ( ) 0)
( )

f x
g x

g x
 I

( ), ; ( ),y f u u D u g x x I    ( )g I D

( ( ))y f g x I

( ),y f x x I  I 1( ), ( )y f x x f I 

1( ), ( )y f x x f I  ( )f I
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为M 和m ，则对于介于m 和M 之间的任何实数c，在 ,a b 上至少存在一个 ，使得

( )f c  . 

即：闭区间上的连续函数必取得介于最大值和最小值之间的一切函数值. 

定理 3（介值定理 2）设函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续，且在区间端点取不同的函数

值 ( )f a A 及 ( )f b B ，则对于 A与B之间的任意一个数C ，在开区间 ( , )a b 内至少有一

点 ，使得 ( )f C  . 

定理 4（零点定理）如果函数 ( )f x 在闭区间 ,a b 上连续，且 ( ) ( ) 0f a f b ，则在 

( , )a b 内至少存在一个点 ，使得 ( ) 0f   . 

零点定理常用于证明方程根的存在或者函数零点的存在问题. 

 

 

 

 

 

 

第二章 一元函数微分学 

【大纲要求】 

1．理解导数和微分的概念，理解导数与微分的关系，理解导数的几何意义，会求平面

曲线的切线方程和法线方程（了解导数的物理意义，会用导数描述一些物理量——数学一、

数学二），（经济意义包含边际与弹性的概念——数学三），理解函数的可导性与连续性之间

的关系. 

2．掌握导数的四则运算法则和复合函数的求导法则，掌握基本初等函数的导数公式.

了解微分的四则运算法则和一阶微分形式的不变性，会求函数的微分. 

3．了解高阶导数的概念，会求简单函数的高阶导数（数农只要求二阶导数）. 

4．会求分段函数的导数，会求隐函数以及反函数的导数. 

5．理解并会用罗尔（Rolle）定理、拉格朗日(Lagrange)中值定理和泰勒（Taylor）定

理，了解并会用柯西（Cauchy）中值定理.（理解罗尔（Rolle）定理、拉格朗日(Lagrange)

中值定理；了解泰勒定理、柯西（Cauchy)中值定理，掌握这四个定理的简单应用——数学

三；农学数学只要求掌握罗尔定理和拉格朗日中值定理及这两个定理的简单应用）. 

6．掌握（会——数学三、数农）用洛必达法则求未定式极限的方法. 
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7．理解函数的极值概念，掌握用导数判断函数的单调性和求函数极值的方法，掌握函

数最大值和最小值的求法及其应用. 

8．会用导数判断函数图形的凹凸性（注：在区间 ( , )a b 内，设函数 ( )f x 具有二阶导数.

当 ( ) 0f x  时， ( )f x 的图形是凹的；当 ( ) 0f x  时， ( )f x 的图形是凸的），会求函数

图形的拐点以及水平、铅直和斜渐近线，会描绘函数的图形. 

9．了解曲率、曲率圆和曲率半径的概念，会计算曲率和曲率半径.（数学一、数学二） 

 

 

 

 

第一节  可导与可微 

1.基本概念 

【定义 2.1】设函数 在 的邻域内有定义，给自变量 在 处加上增量 ，相

应的得到因变量 的增量 .如果极限 

 

存在，则称函数在 处可导，该极限值称为函数在 处的导数，记作 . 

导数的定义式还可以写成 . 

【定义 2.2】设函数 在 的左邻域内有定义，如果极限 

存在，则称 在 处的左导数存在，该

极限值称为函数 在 处的左导数，记作 . 

类似地，可以定义函数 在 处的右导数 . 

例 1 （1999-1）设 ，其中 是有界函数，则 在 处 

 极限不存在.       极限存在，但不连续.  

连续，但不可导.   可导. 

( )f x
0x x

0x ( 0)x 

y
0 0( ) ( )y f x x f x   

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy

x x   

  


 

0x 0x
0

' '

0 0( ), ( ), |x x

dy
f x y x

dx


0

' 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x x

f x f x
f x

x x






( )f x
0x

0

0 0 0

0
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
x x x

f x x f x f x f x

x x x   

  


 
( )f x

0x

( )f x
0x

'

0( )f x

( )f x
0x

'

0( )f x

2

1 cos
0

( )

( ) 0

x
x

f x x

x g x x




 
 

( )g x ( )f x 0x 

 A  B

 C  D
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例 2 （1994-2）设 ，则 在 处的（   ） 

左、右导数都存在.                左导数存在，但右导数不存在.   

左导数不存在，但右导数存在.     左、右导数都不存在. 

 

 

 

 

 

例 3 设 ( )f x 在 ax  处可导，则
0

( ) ( )
lim
x

f a x f a x

x

  
等于         （    ） 

（A） ( )f a .      （B）2 ( )f a .     （C）0 .     （D） (2 )f a . 

 

 

 

 

 

 

【定义 2.3】如果函数 在开区间 上每一点都可导，则称 在开区间 上

可导. 

如果函数 在开区间 上可导，且在 处存在右导数，在 处存在左导数，

则称 在闭区间 上可导. 

【定义 2.4】设函数 在 的领域内有定义，当自变量 在 处有增量 时，如

果因变量 的增量 可以表示为 

 

3

2

2
, 1

( ) 3

, 1

x x
f x

x x




 
 

( )f x 1x 

 A  B

 C  D

( )f x ( , )a b ( )f x ( , )a b

( )f x ( , )a b x a x b

( )f x [ , ]a b

( )f x
0x x

0x ( 0)x 

y
0 0( ) ( )y f x x f x   

( ), 0y A x o x x      
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其中 为只与 有关而与 无关的常数， 表示 的高阶无穷小量（回忆高阶无穷

小量的定义），则称 在 处可微，并称 为 在 处的线性主要部分，即线性

主部，也称为微分，记作 或 ，即 . 

2.基本性质 

1）左右导数与导数的关系 

【定理 2.1】函数 在 的导数存在的充要条件是该点的左右导数存在且相等. 

2）可导、可微、连续的相互关系 

【定理 2.2】设函数 在 的邻域内有定义，如果 在 处可导，那么 在 处

必然连续. 

【定理 2.3】可微必可导，可导必可微. 

3）初等函数的可导性 

【定理 2.4】一切初等函数在其定义域内（除端点外）是可导的. 

例 4 设 在 处可导，试求 . 

 

 

 

 

例 5 设 ，试说明 可导，但 在 处不连续. 

 

 

 

 

 

例 6 设 存在，求下列各极限： 

（1） ；      （2）  

（3） ；        （4）  

 

 

A
0x x ( )o x x

( )f x
0x A x ( )f x

0x

dy ( )df x ( )dy df x A x  

( )f x
0x

( )f x
0x ( )f x

0x ( )f x
0x

, 0
( )

, 0

xe x
f x

ax b x

 
 

 
0x  ,a b

2 1
sin , 0

( )

0, 0

x x
f x x

x




 
 

( )f x '( )f x 0x 

0'( )f x

0 0

0

( 3 ) ( )
lim
x

f x x f x

x 

  



0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h

 

2

0 0

0

( ) ( )
lim

1 cosh

f x h f x

h

 



0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x a x f x b x

x 

    


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例 7 （2001-1）设 ，则 在点 可导的充要条件为（   ） 

存在.                    存在.        

存在.               存在. 

 

 

 

 

 

 

例 8 （ 1996-3 ） 设 其 中 有 二 阶 连 续 导 数 ， 且

. 

（1）求 ； 

（2）讨论 在 上的连续性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 9下列函数中，在 0x  处不可导的是                        （    ） 

（A） ( ) sinf x x x .      （B） ( ) sinf x x x . 

（C） ( ) cosf x x .               （D） ( ) cosf x x . 

 

 

 

 0 0f   f x 0x 

 A
20

1
lim (1 cos )
h

f h
h

  B
0

1
lim (1 )h

h
f e

h


 C
20

1
lim ( sin )
h

f h h
h

  D  
0

1
lim (2 ) ( )
h

f h f h
h



 
 

, 0,

0,                0.

xg x e
x

f x x

x

 


 
 

 g x

   '0 1, 0 1g g  

 'f x

 'f x  , 
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例 10 设函数 ( )f x 在 0x  连续，则下列命题错误的是             （    ） 

（A）若
0

( )
lim
x

f x

x
存在，则 (0) 0f  . 

（B）若
0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x

 
存在，则 (0) 0f  . 

（C）若
0

( )
lim
x

f x

x
存在，则 (0)f  存在. 

（D）若
0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x

 
存在，则 (0)f  存在. 

 

 

 

例 11 设 ( )f x 为不恒等于零的奇函数，且 (0)f  存在，则函数
( )

( )
f x

g x
x

 （） 

（A）在 0x  处左极限不存在.             （B）有跳跃间断点 0x  . 

（C）在 0x  处右极限不存在.             （D）有可去间断点 0x  . 

 

 

 

 

 

例 12 设函数 ( )f x 对任意 x 均满足等式 (1 ) ( )f x af x  ，且有 (0) ,f b  其中 ,a b为非零

常数，则                                        （    ） 

（A） ( )f x 在 1x  处不可导.      （B） ( )f x 在 1x  处可导，且 (1)f a  . 

（C） ( )f x 在 1x  处可导，且 (1)f b  . 
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（D） ( )f x 在 1x  处可导，且 (1)f ab  . 

 

 

例 13 设函数
3

( ) lim 1
n

n

n
f x x


 

∞
，则 ( )f x 在 ( , ) ∞ ∞ 内        （    ） 

（A）处处可导.       （B）恰有一个不可导点. 

（C）恰有两个不可导点.     （D）至少有三个不可导点.     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第二节  导数的计算 

1. 常用公式、定理 

1.导数的四则运算 

【定理 2.4】设函数 与 均可导，则 ， ，

均可导，并且有 ， ，

. 

2.复合函数求导法则 

【定理 2.5】设 ，如果 在 处可导，且 在对应的 处

可导，则复合函数 在 处可导，且有： 

( )f x ( )g x ( ) ( )f x g x ( ) ( )f x g x
( )

, ( ( ) 0)
( )

f x
g x

g x


 
' ' '( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x    

' ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x 

' ' '

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

f x f x g x f x g x

g x g x

  
 

 

( ), ( )y f u u g x  ( )g x x ( )f u ( )u g x

( ( ))y f g x x
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3.反函数求导法则 

【定理 2.6】设函数 在点 的某领域内连续，在点 处可导且 ，并令

其反函数为 ，且 所对应的 的值为 ，则有： 

 

为应用方便，反函数求导法则可简记为 . 

4.常见函数的导数 

 

5.参数方程求导 

设函数 参数方程 确定，则由复合函数求导及反函数求导法则可知：

. 

6.高阶导数的莱布尼兹公式 

设 均有 阶导数，则有：

 

常用的初等函数的 阶导数公式 

      （1）                  

      （2）      

      （3）                

      （4）                

 
' ' '( ( )) ( ) ( )

dy dy du
f g x f u g x

dx du dx
 或

( )y f x 0x
0x '( ) 0f x 

( )x g y
0x y

0y

'

0 ' '

0 0

1 1 1
( )

( ) ( ( ))

dx
g y

dyf x f g y dy

dx

  或

'
1

' 1

1
( )

( ( ))
f x

f f x




   

         

         

   

' ' ' ' '1

2 2

' ' ' ' '2 2

2

' '

1 1
, sin cos , cos sin , arcsin , arccos

1 1

1
tan sec , cot csc , sec sec tan , csc csc cot , arctan

1

1
, ln

a a

x x

x ax x x x x x x
x x

x x x x x x x x x x x
x

e e x
x

 
     

 

      


 

( )y f x
( )

( )

x x t

y y t






'

'

( )

( )

dy
dy dy dt y tdt

dxdx dt dx x t

dt

  

( ), ( )f x g x n  
( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( ) ( )
n

n i i n i

n

i

f x g x C f x g x





n

xey  xn ey )(

)1,0(  aaay x nxn aay )(ln)( 

xy sin )
2

sin()( n
xy n 

xy cos )
2

cos()( n
xy n 
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      （5）                 

      （6）                  

例 1计算下列函数的导数 

（1）       

 

（2）       

 

（3）      

 

（4）  

 

 

例 2 已知 ， ，试用反函数求导法则计算 与

. 

 

 

例 3设函数 可微， ， 则 等于        . 

 

 

 

例 4设函数 由方程 确定，则 ________. 

 

 

 

例 5设函数 由方程 确定，则              . 

 

 

例 6设函数 由方程 所确定，求 的值. 

 

 

xy ln nnn xny   )!1()1( 1)(

ay x ( ) ( 1)...( 1)n a ny a a a n x    

1
( ) arctan

1

x
f x

x

 
  

 

 2( ) ln 1f x x x  

   2( ) sec tan lnf x x x

( ) xf x x

 
'

sin cosx x  
' 2tan secx x  

'
arcsin x

 
'

arctan x

( )g x 1 ( )( ) g xh x e  ' '(1) 1, (1) 2h g  (1)g

 y y x  cos 0x ye xy  
dy

dx


( )y y x 2 3ln( ) sinx y x y x   0x

dy

dx
 

( )y y x 1yy xe 
2

2 0

d y

xdx 
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例 7设函数 由参数方程 所确定，试计算 . 

 

 

 

例 8设函数 由参数方程 所确定，则               . 

 

 

 

例 9计算下列函数的高阶导数. 

（1）（2015-2）函数 2( ) 2xf x x 在 0x  处的 n 阶导数 ( ) (0)nf         . 

（2）
4 3

( )
2 1

x
f x

x





，求 ( ) ( )nf x . 

 

 

 

 

例 10设函数 2( ) (e 1)(e 2) (e )x x nxf x n    ，其中n 为正整数，则 (0)f     （    ） 

（A） 1( 1) ( 1)!n n  .                     （B） ( 1) ( 1)!n n  . 

（C） 1( 1) !n n .        （D） ( 1) !n n .  

 

 

例 11 设

1
cos , 0,

( )

0, 0.

x x
f x x

x




 
 

其导函数在 0x  处连续，则的取值范围

是       .        

 

例 12 设  
0

( ) lim 1 3
x

t

t
f x x t


  ，则 ( )f x         .  

 

  

( )y y x
cos

sin

t

t

x e t

y e t

 




dy

dx

( )y y x
3 2

ln(1 )x t t

y t t

  


 

2

2

d y

dx

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第三节  函数的微分 

微分的定义 

设函数 ( )y f x 在点 0x 的某邻域内有定义（点 0x 及 0x x 都在该邻域内），如果函数

增量 0 0( ) ( )y f x x f x    可表示为 ( )y A x o x     ，其中 A是不依赖于 x 的常数，

则称函数 ( )y f x 在点 0x 处可微，而 A x 称为函数 ( )y f x 在 0x 处相应于自变量增量

x 的微分，记作dy，即dy A x  . 

注：一元函数可微与可导的关系如下 

( )f x 在 0x 处可微 ( )f x 在 0x 处可导且
0

0 0d ( ) ( )d
x x

y A x x f x x


   . 

若 ( )y f x ，则d ( )dy f x x  .导数
d

( )
d

y
f x

x
  也称为微商，就是微分之商的含义.易

知dx x  . 

 

 

 

微分的几何意义 

如果说 0 0( ) ( )y f x x f x    是曲线 ( )y f x 在点 0x 处相应于自变量增量 x 的纵

坐标 0( )f x 的增量，那么微分
0

d
x x

y


是曲线 ( )y f x 在点 0 0 0( , ( ))M x f x 处切线的纵坐标相

应的增量. 

一阶微分的形式不变性 

若 ( )y f u ，则d ( )dy f u u  .这里u 不论是自变量还是中间变量微分形式都不变.即

函数的微分等于函数对变量求导乘以该变量的微分. 
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例 1设函数 ( )f x 可导，且
0

1
( )

2
f x  ，则 0x  时， ( )f x 在 0x 点处的微分dy是（ ） 

（A）与 x 等价的无穷小．    （B）与 x 同阶的无穷小． 

（C）比 x 低价的无穷小．    （D）比 x 高阶的无穷小． 

 

 

例 2.设函数 由方程 所确定，则            . 

 

 

  

( )y y x 2xy x y  0xdy  
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第四节 导数的应用 

导数应用之 曲线的切线和法线 

切线方程 ，法线方程 . 

例 1 （2001-2）曲线 1)cos(2  exye yx 在点 (0,1) 处的法线方程为           . 

 

 

 

例 2 若 在 点 处 的 切 线 与 轴 的 交 点 为 ， 则

           . 

 

 

 

例 3 设周期函数 ( )f x 在 ( , ) ∞ ∞ 内可导，周期为 4.又
0

(1) (1 )
lim 1

2x

f f x

x

 
  ，

则曲线 ( )y f x 在点 (5, (5))f 处的切线的斜率为    (  ) 

（A）
1

2
.             （B）0 .            （C） 1 .          （D） 2 . 

 

 

例 4 设曲线
3( )f x x ax  与

2( )g x bx c  都通过点 ( 1,0) 且在点 ( 1,0) 有公

共切线，则a        ，b         ，c         . 

 

 

例 5 曲线
2y x 与曲线 ln ( 0)y a x a  相切，则a     （  ） 

（A）4e .  （B）3e .  （C）2e .  （D） e . 

 

 

 

 

 

 

'

0 0 0( )( ) ( )y f x x x f x   0 0'

0

1
( ) ( )

( )
y x x f x

f x


  

( ) nf x x (1,1) x  ,0n

 lim n
n

f 



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导数的应用之 中值定理基础 

定理 1 （罗尔中值定理）设 满足：（1）  

（2） ( )f x 在 ( , )a b 内可导 

（3） ( ) ( )f a f b ， 

则存在 ( , )a b  ，使得 ( ) 0f    

定理 2 （拉格朗日中值定理）设 ( )f x 满足：（1） ( ) [ , ]f x C a b  

（2） ( )f x 在 ( , )a b 内可导 

则存在 ( , )a b  ，使得
( ) ( )

( )
f b f a

f
b a




 


 

【注】（1）拉格朗日中值定理又称为微分中值定理，其等价形式有 

( ) ( ) ( )( )f b f a f b a    

( ) ( ) [ ( )]( ), 0 1f b f a f a b a b a       其中  

（2）由 ,a b确定，且微分中值定理的端点可以为变量 

 

例 1已知函数 ( )f x 在[0,1]上连续,在(0,1)内可导,且 (0) 0, (1) 1f f  . 证明： 

存在 ),1,0(  使得  1)(f ； 

 

 

 

例 2 设 ( )f x 在 [ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) , ( )f a b f b a  .证明：存在一点

( , )a b  ，使得 ( ) ( ) 0f f     . 

 

 

 

例 3设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) ( ) 0f a f b  .证明：存在一点 ( , )a b  ，

使得 ( ) ( ) 0f f    . 

 

 

 

 

 

( )f x ( ) [ , ]f x C a b
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例 4 设 ( )f x 在 [1, 2] 上连续，在 (1,2) 内可导，且
1

(1) , (2) 2.
2

f f  .证明：存在一点

(1, 2)  ，使得
2 ( )

( )
f

f





  . 

 

 

 

例 5设  ( ) 0,3f x C ，在 (0,3)内可导，且 (0) (1) (2) 3, (3) 1f f f f     

       证明：存在 (0,3)  ，使得 ( ) 0f   . 

 

 

 

例 6设奇函数 ( )f x 在[ 1,1] 上具有 2阶导数，且 (1) 1f  ，证明： 

（Ⅰ）存在 (0,1)  ，使得 ( ) 1f   ； 

（Ⅱ）存在 ( 1,1)  ，使得 ( ) ( ) 1f f    . 

 

 

 

例 7 设 ( )f x 在 0,1 上三阶可导， (1) 0f  ，令 3( ) ( )H x x f x ， 

证明：存在  0,1  ，使 ( ) 0H   . 

 

 

例 8设  f x 在 0,1 连续，  0,1 二阶可导，且
1

(1) (0) 0 ( ) 1
2

f f f  ， ， 

求证：（1）
1

( ,1), .
2

f    使（ ）=  

（2）对任意实数，  (0, ), .f f       使（ ）- （ ）- =1
 

 

 

例 9不用求出函数 ( ) ( 1)( 2)( 3)( 4)    f x x x x x 的导数，说明方程 ( ) 0 f x 有几个实

根， ( ) 0 f x 有几个实根？  
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例 10 设 2( ) ( 1)( 2)f x x x x   ，则 ( )f x 的零点个数为       (   ) 

（A）0.   （B）1.       （C）2.   （D）3. 

 

 

 

例 11证明：
π

[ 1,1],arcsin arccos .
2

x x x      

 

 

 

 

例 12（92—3）求证：当 1x  时，
2

1 2
arctan arccos

2 1 4

x
x

x


 


 

 

 

 

 

 

例 13设  ( ) arctan 0, ,f x x C a   ( ) 0 ( )f a f f a a  ，求
2

0
lim
a




. 

 

 

 

 

例 14设函数 ( ) arctanf x x ，若 ( ) ( )f x xf  ，则

2

20
lim
x x




             . 

（A）1.         （B）
2

3
.          （C）

1

2
.        （D）

1

3
. 

 

 

 

例 15(1996-2) 
3 1

lim sin ln 1 sin ln 1
x

x
x x

    
       

    
＿＿＿＿＿＿. 
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导数应用之 单调性、极值、凹凸性、拐点 

1单调性定理：设函数 在 上连续，在 上可导. 

（1）如果在 上有 ( ) 0f x  ，那么函数 在 上单调递增. 

（2）如果在 上有 ( ) 0f x  ，那么函数 在 上单调递减. 

 

2函数极值点及其判定方法 

1）.极值点 

设函数 在点 的某领域 内有定义，如果对任意的 ，有

，则称 是函数 的一个极大值（或极小值）. 

2）.极值点的判别定理 

a.(必要条件)设函数 在 处可导，并在 处取得极值，那么 .（罗尔定理

的推论） 

b.(第一充分条件) 设函数 在 处连续，并在 的某去心邻域 内可导. 

ⅰ）若 时， 而 时， 则 在 处取

得极大值； 

ⅱ）若 时， 而 时， 则 在 处取

得极小值； 

ⅲ）若 时， 符号保持不变，则 在 处没有极值； 

c.(第二充分条件) 设函数 在 处存在二阶导数且 ，那么 

ⅰ）若 则 在 处取得极小值； 

ⅱ）若 则 在 处取得极大值. 

3函数的凹凸性 

1）凹函数与凸函数的定义 

设函数 在区间 上连续，如果对 上任意两点 恒有 ，

则称 是 上的凹函数；如果对 上任意两点 恒有 ，

则称 是 上的凸函数. 

( )f x [ , ]a b ( , )a b

( , )a b ( )f x [ , ]a b

( , )a b ( )f x [ , ]a b

( )f x
0x 0( )U x 0( )x U x

0 0( ) ( )( ( ) ( ))f x f x f x f x 或 0( )f x ( )f x

( )f x
0x 0x

'

0( ) 0f x 

( )f x
0x 0x 0( , )U x 

0 0( , )x x x  '( ) 0,f x  0 0( , )x x x   '( ) 0,f x  ( )f x
0x

0 0( , )x x x  '( ) 0,f x  0 0( , )x x x   '( ) 0,f x  ( )f x
0x

0( , )x U x  '( )f x ( )f x
0x

( )f x
0x

'

0( ) 0f x 

''

0( ) 0,f x  ( )f x
0x

''

0( ) 0,f x  ( )f x
0x

( )f x I I
1 2,x x 1 2 1 2( ) ( )

( )
2 2

x x f x f x
f

 


( )f x I I
1 2,x x 1 2 1 2( ) ( )

( )
2 2

x x f x f x
f

 


( )f x I
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2）凹凸性与二阶导数的关系 

设函数 在闭区间 上连续，在开区间 上具有一阶和二阶导数，那么： 

（1）如果在 上有 ，那么函数 在 上是凹函数； 

（2）如果在 上有 ，那么函数 在 上是凸函数. 

3）函数的拐点：函数凹凸性的分界点称之为拐点. 

4）拐点的判别： 

拐点判别定理Ⅰ：若在点 处 ，且在点 两侧函数二阶导数的符号不一样，则

点 为拐点. 

拐点判别定理Ⅱ：若在点 处 ，且有 ，则点 为拐点. 

例 1 求函数 ( ) xf x x e  的单调区间和极值. 

  

 

 

例 2（1996-2）设函数  y y x 由方程 3 2 22 2 2 1y y xy x    所确定，试求  y y x 的

驻点，并判断它是否为极值点. 

 

 

 

例3 已知函数 )(xy 由方程
3 3 3 3 2 0x y x y     确定，求 )(xy 的极值. 

 

 

 

例 4 设 ( )y f x 满足方程 sine 0xy y    ，且
0( ) 0f x  ，则 ( )f x 在  （   ） 

（A）
0x 某邻域内单调增加.            （B）

0x 某邻域内单调减少. 

（C）
0x 处取得极小值.                （D）

0x 处取得极大值. 

 

 

( )f x [ , ]a b ( , )a b

( , )a b ''( ) 0f x  ( )f x [ , ]a b

( , )a b ''( ) 0f x  ( )f x [ , ]a b

0x
''

0( ) 0f x 
0x

0x

0x
''

0( ) 0f x  '''

0( ) 0f x 
0x
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例 5 设
2

( ) ( )
lim 1

( )x a

f x f a

x a


 


，则在 x a 处              （   ） 

（A） ( )f x 的导数存在，且 ( ) 0f a  .   （B） ( )f x 取得极大值. 

（C） ( )f x 取得极小值.               （D） ( )f x 的导数不存在. 

 

 

 

 

例 6设函数 在 内连续，其导函数的图形如图所示，则 有（    ） 

    （A）一个极小值点和两个极大值点 

    （B）两个极小值点和一个极大值点 

    （C）两个极小值点和两个极大值点 

    （D）三个极小值点和一个极大值点 

   

 

 

 

例 7 设 是恒大于零的函数，且 .则当 时有

（  ） 

A. .                 B. . 

C. .                 D. . 

 

 

 

 

 

例8试证：当 0x  时，
2 2( 1) ln ( 1)x x x   . 

 xf   ,  xf

( ), ( )f x g x ' '( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g x f x g x  a x b 

( ) ( ) ( ) ( )f x g b f b g x ( ) ( ) ( ) ( )f x g a f a g x

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f b g b ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f a g a
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例 9 (12—1、2、3) 证明：
21

ln cos 1 , 1 1
1 2

x x
x x x

x


     


. 

 

 

 

 

例 10设 (0,1)x ，证明： 

（1）
2 2(1 ) ln (1 )x x x   ; 

（2）
1 1 1 1

1
ln 2 ln(1 ) 2x x

   


.

 

 

 

例 11 曲线
2

3( 5)y x x  的拐点坐标为       . 

 

 

 

 

例 11.（2010—3）若曲线 有拐点 ，则 ________ .  

 

 

 

例 13已知函数 对一切 x 满足 ，且 ，则（    ） 

A. 是 的极大值.  

B. 是 的极小值. 

C. 是曲线 的拐点. 

D. 不是 的极值， 也不是曲线 的拐点. 

 

3 2 1y x ax bx    ( 1,0) b 

( )f x
2

'' '( ) ( )f x f x x   
'(0) 0f 

(0)f ( )f x

(0)f ( )f x

 0, (0)f ( )y f x

(0)f ( )f x  0, (0)f ( )y f x
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例 14.设函数 ( )f x 在 ( ) , 上连续，其 2 阶导函数 ( )f x 的图形如右图所示，则曲线

( )y f x 的拐点个数为（  ）． 

（A）0 ．     （B）1．     （C） 2 ．   （D）3  

( )f x

x
1

x
2

x
3

x

 
 

 

 

 

 

例 15.设函数 ( )f x 在  ,  内连续,其导函数的图形如图所示,则 

（A）函数 ( )f x 有 2个极值点,曲线 ( )y f x 有 2 个拐点.       

（B）函数 ( )f x 有 2个极值点,曲线 ( )y f x 有 3 个拐点.    

（C）函数 ( )f x 有 3个极值点,曲线 ( )y f x 有 1 个拐点.    

（D）函数 ( )f x 有 3个极值点,曲线 ( )y f x 有 2 个拐点. 

x

y

0
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导数应用之方程的根与函数零点问题 

例 1 当a 取下列哪个值时，函数 3 2( ) 2 9 12f x x x x a    恰好有两个不同的

零点                                               (   ) 

（A）2.        （B）4.       （C）6.       （D）8.     

 

 

 

例 2．设当 0x  时，方程
2

1
1kx

x
  有且仅有一个解，求 k 的范围. 

 

 

 

例 3.（1996-3） 在区间  ,  内，方程
1 1

4 2 cos 0x x x   （   ） 

 A 无实根.                        B 有且仅有一个实根. 

 C 有且仅有两个实根.               D 有无穷多个实根. 

 

 

 

例 4 设常数 0k  ，函数 ( ) ln
e

x
f x x k   在 (0, )∞ 内零点个数为    (   ) 

（A）3.                    （B）2 . 

（C）1.                    （D）0 . 

 

 

 

例 5 若 23 5 0a b  ，则方程 5 32 3 4 0x ax bx c         （  ） 

（A）无实根.                           （B）有唯一实根. 

（C）有三个不同实根.                   （D）有五个不同实根. 
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第三章 一元函数积分学 

【大纲要求】 

1．理解原函数的概念，理解不定积分和定积分的概念（了解定积分的概念——数学三）. 

2．掌握不定积分的基本公式，掌握不定积分和定积分的性质及定积分中值定理（了解

定积分的基本性质，了解定积分中值定理——数学三、数农），掌握换元积分法与分部积分

法.  

3．会求有理函数、三角函数有理式和简单无理函数的积分（数学一、二）. 

4．理解积分上限的函数，会求它的导数，掌握牛顿－莱布尼茨公式. 

5．了解反常积分的概念，会计算反常积分（数农只要求无穷区间上的反常积分）. 

6．（数学一、数学二）掌握用定积分表达和计算一些几何量与物理量（平面图形的面积、

平面曲线的弧长、旋转体的体积及侧面积、平行截面面积为已知的立体体积、功、引力、压

力、质心、形心等）及函数的平均值．（会利用定积分计算平面图形的面积、旋转体的体积

（数农）和函数的平均值，会利用定积分求解简单的经济应用问题——数学三）. 

 

 

 

 

第一节 不定积分 

1.基本概念 

【定义 3.1】设函数 是定义在区间 上的函数，如果存在一个函数 ，使得对区间

上的每一点都有 或 ，则称函数 是 在区间 上

的一个原函数. 

【定义 3.2】假设 在区间 上存在原函数，那么它在该区间上的原函数全体，称之为

在区间 上的不定积分，记作 .一般情况下，区间 默认为函数 的自

然定义域. 

【定理 3.1】原函数存在定理 连续函数一定有原函数. 

注（1）设 ( )f x 在 I 上存在第一类间断点，则 ( )f x 在 I 上不存在原函数. 

注（2）有第二类间断点的函数是可能存在原函数的. 

例 不连续的函数也可能存在原函数，比如： 

( )f x I ( )F x

I '( ) ( )F x f x ( ) ( )dF x f x dx ( )F x ( )f x I

( )f x I

( )f x I ( )f x dx I ( )f x
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2 1 1 1
sin , 0 2 sin cos , 0

( ) , ( )

0, 0 0, 0

x x x x
F x f xx x x

x x

 
   

  
   

，显然 ( ) ( )F x f x  . 

注 函数的原函数与函数及函数的导数特征比较： 

( )F x  ( )f x  ( )f x  

不一定为奇函数 偶函数 奇函数 

偶函数 奇函数 偶函数 

不一定为周期函数 周期函数 周期函数 

注： 

( ) ( ), ( ) ( )
d d

f x dx f x f x dx f x C
dx dx

     

例 1. 设

1
, 0sin , 0

( ) , ( )
, 0

0, 0
x

x xx x
f x g xx

e x
x




  
 

，则（   ） 

（A） ( )f x 存在原函数.                  （B） ( )g x 存在原函数.  

（C） 令 ( ) ( ) ,
x

a
F x g t dt  则 ( ) ( )F x g x  .    （D） ( )f x 在 0x  处可导. 

 

例 2.已知函数  
 2 1 , 1

ln , 1

x x
f x

x x

 
 


，则  f x 的一个原函数是（    ） 

   
 

 
   

 

 

   
 

 
   

 

 

2 2

2 2

1 , 1 1 , 1

ln 1 , 1 ln 1 1, 1

1 , 1 1 , 1

ln 1 1, 1 ln 1 1, 1

x x x x
A F x B F x

x x x x x x

x x x x
C F x D F x

x x x x x x

     
  

      

     
  

       

 

 

 

 

例 3.设函数

2

1, 0

( ) 2 1,0 2

1, 2

x

f x x x

x x

 


   


 

，试计算 ( )f x dx  
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2.基本性质 

1.不定积分的基本性质 

设 均存在原函数，则 

1） . 

2） . 

3） 或 . 

4） 或 . 

注：要注意第二个公式中的 ，因为当 时， ，而

，两边是不相等的. 

2.基本积分公式 

1）  

2）  

3）  

4）  

5）  

6）  

7）  

8） tan ln cos , cot ln sinxdx x C xdx x C       

9）  

10）  

11）  

( ), ( )f x g x

 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx    

 ( ) ( ) , , 0kf x dx k f x dx k R k   

 
'

( ) ( )f x dx f x ( ) ( )d f x dx f x dx
'( ) ( )F x dx F x C  ( ) ( )dF x F x C 

0k  0k  ( ) 0kf x dx dx C  

 ( ) 0 ( ) 0k f x dx F x C  

11
,( 1)

1

a ax dx x C a
a

   


1
ln ,dx x C

x
 

1
,

ln

x x x xa dx a C e dx e C
a

    

cos sin , sin cosxdx x C xdx x C     

2 2sec tan , csc cotxdx x C xdx x C     

sec ln tan sec , csc ln csc cotxdx x x C xdx x x C      

sec tan sec , csc cot cscx xdx x C x xdx x C     

2 2 2 2

1 1 1
arctan , arctan

1

ax
dx C dx x C

a x b ab b x
   

  

2 2 2 2

1 1 1
arcsin , arcsin

1

ax
dx C dx x C

a bb a x x
   

 
 

2 2

1 1
ln ,

2

a x
dx C

a x a a x


 

 
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12）  

例 1计算下列不定积分 

（1）  

 

 

 

（2）                    

 

 

 

（3）  

 

 

 

 

（4）                          

 

 

 

（5）  

 

 

 

（6）                    

 

 

 

 

第一类换元法（凑微分） 

【定理 3.2】设 有原函数， 可导，则有换元公式 

2 2

2 2

1
ln ,dx x x a C

x a
   




  31 1x x dx 

1
x

x e
e dx

x

 
 

 


2

2 1

x
dx

x 

2tan xdx

2cos
2

x
dx

 

2

2

1

1

x x
dx

x x

 




( )f u ( )u x
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1.第一类换元法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2计算下列不定积分 

（1）                 （2）  

 

 

 

 

 

（3）                （4）  

 

 

 

 

 

（5）                （6）  

   '

( )
( ) ( )

u x
f x x dx f u du


 



 
  

     1 1n n n nf ax b x dx f ax b d ax b
na

    

     x x x xf e e dx f e d e 

     
1

ln ln lnf x dx f x d x
x

 

     1
2f x dx f x d x

x
 

     sin cos sin sinf x xdx f x d x 

     2tan sec tan tanf x xdx f x d x 

     2

1
arctan arctan arctan

1
f x dx f x d x

x


 

     
2

1
arcsin arcsin arcsin

1
f x dx f x d x

x



 

2

1

1 2
dx

x
cos

x
dx

a

22 sinx x dx
1

2

1
xe dx

x

2 50(1 )x x dx
cos 2

2 sin cos

x
dx

x x
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（7） 2

1 ln

( ln )

x
dx

x x


                  （8）

1

1 cos
dx

x
            

 

 

 

 

 

（9）
sin

1 sin

x
dx

x
                  （10）

2

sin 2

1 cos

x
dx

x
 

 

 

 

 

 

 

（11）               （12）        

 

 

 

 

 

第二类换元法 

【定理 3.3】设 是单调，可导的函数，并且 .又设 具有原 

函数 ，则有换元公式 . 

常用的换元方法如下： 

1）处理根式的五种方法 

； ； ； 

被积函数形如 ，可令 ；被积函数形如

，可令 （也即

2 3sin cosx xdx
4cos xdx

( )x t '( ) 0t  '( ( )) ( )f t t 

( )G t
1

'

( )
( ) ( ( )) ( )

t x
f x dx f t t dt


 



 
  

1( ( ))G x C  

2 2 : sina x x a t  2 2 : tana x x a t  2 2 : secx a x a t 

( )
ax b

f
cx d





2ax b
t

cx d






1 2( , ,..., )nkk k
f ax b ax b ax b    1 2, , ,...,N

nax b t N k k k  
1 2, ,..., nk k k
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的最小公倍数）. 

2）当被积函数是指数函数的代数式时（也即形如 时），可以采用指数代换

. 

3）如果被积函数为幂函数的分式，当分母的次数相对于分子较高时，可以考虑用倒代换

. 

例 3计算下列不定积分 

（1）（1997-2）
(4 )

dx

x x
 . 

 

 

（2） .  

 

                 

（3） . 

 

 

 

（4） .    

 

 

              

（5） . 

 

 

 

（6） .    

 

 

 

( )xf a

1
, ln

ln

xa t x t
a

 

1
x

t


2 2a x dx

2 2

1
dx

x a


2 2

1
dx

x a


2

1

1
dx

x x 


2 2

4

a x
dx

x



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（7）（1992-2）求
3

21

x
dx

x
 . 

 

 

 

（8）（2001-2）求 
 22 1)12( xx

dx
. 

 

 

   

 

三.分部积分法 

1）当被积函数形如 时（其中 表示 次多项式），

一般选取 ， （或 ）. 

2）当被积函数形如 时， 和 可以随意选取，一般通过两次分

部积分再解方程. 

3）当被积函数形如 时，选取

， （或 ）. 

 

例 4计算下列不定积分 

（1）
3

cos

sin

x x
dx

x     

 

 

           

（2）
2 2sinx xdx  

 

 

 

 

（3） sin(ln )x dx               

 

 

 

（4） arctanx xdx  

( ) , ( )sin , ( )coskx

n n nP x e P x ax P x ax ( )nP x n

( ) ( )nu x P x '( ) kxv x e sin ,cosaxdx axdx

sin , coskx kxe ax e ax ( )u x '( )v x

( )arctan , ( )arcsin , ( )arccos , ( ) lnn n n nP x x P x x P x x P x x

'( ) ( )nv x P x ( ) arctanu x x arcsin ,arccos , lnx x x



 

53 

 

 

 

 

 

（5）   dxx
2

arcsin              

 

 

 

 

（6）  
2

lnx x dx  

 

 

 

 

 

 

 

例 5不定积分综合题 

（1）（1993-1）求
1

x

x

xe
dx

e 
 . 

 

 

 

（2）（2001-1）求
2

arctan x

x

e
dx

e . 

  

 

 

 

（3）计算不定积分 
arctan

3

2 2

.

(1 )

xxe
dx

x
  

 

 

 

 

（4）（2006-2）
arcsin x

x

e
dx

e求 . 
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（5）（2009-23）计算不定积分
1

ln(1 )
x

dx
x


  ( 0)x   

 

 

（6） sin ( 0, 0)axe bxdx a b   

 

 

（7）   .   

 

 

 

        

 

四.有理函数积分法 

例 6计算下列不定积分 

（1）
2

1

6

x
dx

x x



       

 

 

 

 

（2）
2

2

1

x
dx

x x



    

 

 

 

（3）
 

2 2

3 6

1 ( 1)

x
dx

x x x



  
  

 

 

 

（4） 4 2

1

(1 )
dx

x x  

 

 

2

1

(1 )x x
dx

e e
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例 7设 ，则 ___________. 

 

 

 

例 8计算下列不定积分 

  （1） 2 arctan 1x xe e dx
 

 

 

 

（2）
2 2sin 2cos

dx

x x               

   

 

 

 

（3）
1

1 2 tan
dx

x
 

 

 

          

 

（4）
2

arctan
1

x
xdx

x
                     

 

 

 

（5）
 2

2 2

1+ arcsinx

1

x
dx

x x
        

 

 

 

 

  arcsinxf x dx x C   
1

dx
f x


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（6）
1

1

x

x

e
dx

e



                

 

 

 

(7)
3sec xdx     

 

 

 

 

(8) 
dxxe x 22 )1(tan 

 

 

 

（9）
1 sin

1 cos

xx
e dx

x




 

 

 

 

 

（10）
1

1 sin cos
dx

x x       

 

 

 

 

例 9计算 arcsin arccosx xdx  
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第二节  定积分 

一．基本知识点 

1.定积分的定义 

1）设函数 在区间 上有定义，在 内任意插入 个分点 

， 

这样 就被分为了 个子区间  

用 表示各区间的长度，再在每个区间上取一点 ，作如下和式 

 

令 ，如果有极限 存在且与 的划分及 的选取无关，

则称 在区间 上可积，改极限称之为 在区间 上的定积分，记作 

 

其中 称为被积函数， 称为被积式， 称为积分变量， 称为积分区间，

分别称为积分上下限. 

注 定积分的定义
1

( ) lim ( ( ))
nb

a n
i

i b a
f x dx f a b a

n n



    

例 1.求下列极限 

（1）  2
lim cos cos cos 0

2 2 2nn

x x x
x


           

 

 

 

 

（2）
1 1 1

lim _____
1 2 2 3 ( 1)

n

n n n

 
    

    
. 

 

 

 

 

( )f x [ , ]a b [ , ]a b 1n

0 1 2 1... n na x x x x x b      

[ , ]a b n
1[ , ], ( 1,2,..., )i ix x i n 

1i i ix x x    1,i i i ix x   

       1 1 2 2

1

...
n

i i n n

i

f x f x f x f x   


       

 
1
max i

i n
x

 
   

0
1

lim
n

i i

i

f x







 [ , ]a b
i

( )f x [ , ]a b ( )f x [ , ]a b

 
0

1

( ) lim
nb

i i
a

i

f x dx f x







 

( )f x ( )f x dx x [ , ]a b ,a b
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（3）（12—2）计算 ________. 

 

 

 

 

 

（4）（02—2） ____. 

 

 

 

 

 

（5）（04—2） 2 2 21 2
lim ln (1 ) (1 ) (1 )n

n

n

n n n
   等于（   ） 

  .     

 

 

 

 

(6)

2
sin sin sin

lim ...
1 11

2

n

n

n n n

n
n n

n

  


  


 

.         

 

 

 

 

(7)
1

1
lim cos 1

n

n
i

i

n n





     

 

 

 

(8)
 

1

2 !
lim

!

n

nn

n

n n

 
 
 

    

 

 

2 2 2 2 2

1 1 1
lim

1 2x
n

n n n n

 
    

   
…

1 2
lim [ 1 cos 1 cos 1 cos ]
n

n

n n n n

  


      

 A
2 2

1
ln xdx  B

2

1
2 ln xdx  C

2

1
2 ln(1 )x dx  D

2 2

1
ln (1 )x dx
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2．基本性质 

可积性定理 

定理 1设函数 在区间 上连续，则 在区间 上可积. 

定理 2 设函数 在区间 上有界，且只有有限多个间断点，则 在区间 上

可积. 

定理 3设函数 在区间 上单调，则 在区间 上可积. 

定积分的性质 

1.  

注：  

2．  

3.  

4.  

5.  

6．如果在区间 上恒有 ，则有  

推论：ⅰ如果在区间 上恒有 ，则有 ； 

      ⅱ 设 是 函 数 在 区 间 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 则 有 ：

 

      ⅲ（积分中值定理）设函数 在区间 上连续，则在积分区间 上至少存

在一点 使得下式成立：  

例 2．使不等式
1

sin
ln

x t
dt x

t
 成立的 x 的取值范围 

 0,1A .   1,
2

B
 

 
 

.  ,
2

C



 
 
 

.  ,D   . 

 

 

( )f x [ , ]a b ( )f x [ , ]a b

( )f x [ , ]a b ( )f x [ , ]a b

( )f x [ , ]a b ( )f x [ , ]a b

( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f u du f t dt   

( ) ( )
b b

a a
f x dx f x du 

( ) ( ) , ( ) 0
b a a

a b a
f x dx f x dx f x dx    

( ) ( ) ( ) ( )
b a a

a b b
f x g x dx f x dx g x dx       

( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f u du f t dt   

1
b

a
dx b a 

[ , ]a b ( ) 0f x  ( ) 0
b

a
f x dx 

[ , ]a b ( ) ( )f x g x ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx 

M m和 ( )f x [ , ]a b

( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a   

( )f x [ , ]a b [ , ]a b

 ( ) ( )( )
b

a
f x dx f b a 
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例 3 比较下列积分的大小 4 4 4

0 0 0
ln cos , ln sin , ln cotI xdx J xdx K xdx

  

     . 

 

 

 

 

例 4 （1994-1,2）设 ， ，

，则有（    ） 

.  .  .  . 

 

 

 

 

 

例 5（97—12） （    ） 

 为正常数. 为负常数.  恒为零. 不为常数. 

 

 

 

 

 

 

例 6（12—1、2、3）  设 ,则有（    ） 

    

 

 

 

 

 

 

 

42
2

2

sin
cos

1

x
M xdx

x









3 42

2

(sin cos )N x x dx





 

2 3 42

2

( sin cos )P x x x dx





 

 A N P M   B M P N   C N M P   D P M N 

2
sin( ) sin , ( )

x
t

x

F x e tdt F x


  则

 A  B  C  D

2

0
sin ( 1,2,3)

k
x

kI e xdx k


 

 A
1 2 3I I I   B

3 2 1I I I   C
2 3 1I I I   D

2 1 3I I I 
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定理 1如果函数 在区间 上连续，则积分上限的函数 在 上

可导，并且它的导数是 

 

进一步可得，变下限积分的导数  

另有 （ 可导）. 

定理 2如果函数 在区间 上连续，则函数 是在 上的

一个原函数. 

例 7 （1998-1）设 连续，则 （    ） 

.       .       .       
  

 

 

 

 

例 8（1999-1） _________. 

 

 

 

 

 

例 9（1999-3）设函数 连续，且 .已知 ，求

的值. 

 

 

 

 

 

 

3.定积分的计算 

( )f x [ , ]a b ( ) ( )
x

a
x f t dt   [ , ]a b

'( ) ( ) ( ),
x

a

d
x f t dt f x a x b

dx
    

( ) ( ) ( )
b x

x b

d d
f t dt f t dt f x

dx dx
    

( ) ( )
'( ) ( ) ( ( )) ( )

u x u x

a a

d d du
f t dt f t dt f u x u x

dx du dx
   ( )u x

( )f x [ , ]a b ( ) ( )
x

a
x f x dx   ( )f x [ , ]a b

 f x  2 2

0

xd
tf x t dt

dx
 

 A  2xf x  B  2xf x  C  22xf x  D  22xf x

 
2

0
sin

xd
x t dt

dx
 

 f x   2

0

1
2 arctan

2

x

tf x t dt x   1 1f 

 
2

1
f x dx
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1）牛顿-莱布尼兹公式 

如 果 函 数 是 连 续 函 数 在 区 间 上 的 一 个 原 函 数 ， 则

 

2）换元法 

定理：设函数 在区间 上连续，函数 满足条件： 

ⅰ  

ⅱ 在区间 上具有连续导数，其值域  

则有  

注：该定理可以有正反两个方面的应用，分别对应不定积分的两种换元法.而且，定积分中

换元法应用时计算到最后无需代回，比不定积分更简单. 

3）分部积分法 

 

4）利用奇偶性 

设 在区间 上可积 

如果 是偶函数，则有 ； 

如果 是奇函数，则有 . 

例 10计算下列积分 

（1）            （2）  

 

 

 

（3）           （4）  

 

 

（5）       （6）  

 

（7）（12—1） _________. 

( )F x ( )f x [ , ]a b

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a 

( )f x [ , ]a b ( )x t

( ) , ( )a b    

( )t [ , ]  ([ , ]) [ , ]a b   

'( ) ( ( )) ( )
b

a
f x dx f t t dt




  

' '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx  

( )f x  ,a a

( )f x
0

( ) 2 ( )
a a

a
f x dx f x dx


 

( )f x ( ) 0
a

a
f x dx




1
2

0
2x x dx

2
1

20

arcsin

1

x x
dx

x


ln 2
2

0
1 xe dx




1

20

ln(1 )

(2 )

x
dx

x





16

1
arctan 1x dx

2 2
2

4

a

a

x a
dx

x




2
2

0
2x x x dx 
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（8）（01—2） _________. 

 

 

 

 

 

（9）（92—2）求  

 

 

 

 

 

（10）设

2 1 1
,

2 2
( )

1
1 ,

2

xxe x

f x

x


  

 
 


，则
2

1

2

( 1)f x dx 
          .

 

 

 

 

 

 

（11）

2

4

4

sin

1 x

x
dx

e



     

 

 

 

 

 

（12） 
3

0
sin sinx xdx



           

 

 

 

 

2

2

3 2 2( sin )cosx x xdx



 

0
1 sin xdx




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（13）
 

 

 

 

 

（14）（10—1） _________. 

 

 

 

 

（15）（1999-3）设 有一个原函数 ，则 _________. 

 

 

 

 

 

（16） 
0

1 sin 2
n

xdx


      

 

 

 

 

（17）
2

2 2

0
2x x x dx            . 

 

 

 

（18） 

2

2

2

sin

1 x

x
dx

e



     

 

 

 

 

 

 

2
2

2
( 1) 4x x x dx


 

2

0
cosx xdx





 f x
sin x

x
 '

2

xf x dx


 
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第三节  反常积分 

一．基本概念 

1.无穷限反常积分 

设函数 在 上连续，取 ，如果极限 存在，则称此极限值为

函 数 在 上 的 反 常 积 分 ， 记 作 . 也 就 是 说

.此时也称反常积分 收敛，否则称反常积分

发散. 

同样，当 在 上连续，且极限 存在时，称此极限为函数 在

上的反常积分，记作 .即 .此时也称反常积

分 收敛，否则称反常积分 发散. 

最后，当 在 上连续，且极限 和 都存在时，则

称这两个极限值之和为函数 在 上的反常积分，记作 ，即 

. 

也就是说当反常积分 和 都收敛时 收敛；当

和 有一个发散时， 发散. 

2.无界函数反常积分 

瑕点：如果函数 在 的任一邻域内都无界，则称点 为函数 的瑕点. 

反常积分：设函数 在 上连续， 为 的瑕点，如果极限 存在，

则 称 该 极 限 为 函 数 在 上 的 反 常 积 分 ， 记 作 . 也 就 是 说

.此时也称反常积分 收敛，否则称反常积分

发散. 

同样，设函数 在 上连续， 为 的瑕点，如果极限 存在，则

称 该 极 限 为 函 数 在 上 的 反 常 积 分 ， 记 作 . 也 就 是 说

( )f x  ,a  t a l i m ( )
t

at
f x d x

  

( )f x  ,a  ( )
a

f x dx




( ) l i m ( )
t

a at
f x dx f x dx




  ( )

a
f x dx





( )
a

f x dx




( )f x  ,a l i m ( )
a

tt
f x d x

   ( )f x

 ,a ( )
a

f x dx
 ( ) l i m ( )

a a

tt
f x dx f x dx

 
 

( )
a

f x dx
 ( )

a

f x dx


( )f x  ,    l i m ( )
a

tt
f x d x

   l i m ( )
t

at
f x d x

  

( )f x  ,    ( )f x dx




( ) l i m ( ) l i m ( ) ( ) ( )
a t a

t a at t
f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

 

  
       

( )
a

f x dx


 ( )
a

f x dx
 ( )f x dx



 ( )
a

f x dx




( )
a

f x dx
 ( )f x dx





( )f x x a a ( )f x

( )f x  ,a b b ( )f x l i m ( )
t

at b
f x dx




( )f x  ,a b ( )
b

a
f x dx

( ) l i m ( )
b t

a at b
f x dx f x dx


  ( )

b

a
f x dx

( )
b

a
f x dx

( )f x  ,a b a ( )f x l i m ( )
b

tt a
f x dx




( )f x  ,a b ( )
b

a
f x dx
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.此时也称反常积分 收敛，否则称反常积分

发散. 

最后设函数 在 上除了点 （ ）处处连续，如果极限 与极

限 都存在，则称这两个极限值之和为函数 在 上的反常积分，记作

，即 

. 

也就是说当反常积分 和 都收敛时 收敛；当 和

有一个发散时， 发散. 

例 1计算下列反常 

（1）                （2）  

 

 

 

 

（3）            （4）  

 

 

 

 

（5）       （6）  

 

 

（7） . 

 

 

 

（8） . 

( ) lim ( )
b b

a tt a
f x dx f x dx


  ( )

b

a
f x dx

( )
b

a
f x dx

( )f x  ,a b c a c b  lim ( )
t

at c
f x dx




lim ( )
b

tt c
f x dx


 ( )f x  ,a b

( )
b

a
f x dx

( ) lim ( ) lim ( ) ( ) ( )
b a t c a

a t a a ct c t c
f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

  
       

( )
c

a
f x dx ( )

a

c
f x dx ( )

b

a
f x dx ( )

c

a
f x dx

( )
a

c
f x dx ( )

b

a
f x dx

2lne

dx

x x



 21 x x

dx

e e





21

arctan x
dx

x



 2 ( 7) 2

dx

x x



 


 

1

2 20 1 1

x
dx

x x 


 

2

0

1

2
dx

x x


25

1
___

4 3
dx

x x




 

 
20

1

x

x

xe
dx

e






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（9）          . 

 

 

 

 

 

例 2已知 ，则           . 

 

 

 

例 3（1995-3）下列广义积分发散的是（    ） 

 A
1

1

1

sin
dx

x .      B
1

21

1

1
dx

x 
 .     C

2

0

xe dx




 .      D
22 ln

dx

x x



  

 

 

 

 

 

例 4 
2 2 1

1 1
( ) ( )

1
f x f x dx

x x



 
  ，求 ( )f x . 

 

 

 

 

  

1

2

1
d

2 5
x

x x


 

1,( 0)
k x

e dx k



  k 
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第四节 一元函数积分学的应用 

一．定积分的几何应用 

1．平面图形面积的计算 

2．微元法简介 

1）.微元法是用积分计算连续变化的量的一种重要思想方法，它适用于满足可加性的实际量，

如面积、体积、质量、作用力等.前面平面图形面积的计算公式都可以用微元法进行推导. 

2）. 微元法使用步骤 

ⅰ）.根据问题的具体情况选取一个变量如 为积分变量，并确定它的变化区间. 

ⅱ）.将区间 分为许多小区间，取其中一个小区间 ，根据实际问题 

求出在这一小区间上求出 所对应的分量 ， 可以表示为形式 . 

ⅲ）. 计算积分  

3）.微元法的应用 

（1）.极坐标下图形面积的计算 

 

如图，设曲线方程为 ，取 为积分变量，设其上下限为 .在图中取面积元（阴

影部分），设其角度为 ，当 取得比较小时， 在这个范围内可以看作是不变的，设为

.于是，该面积元的可以近似看做一个扇形，其面积为 . 

由此可以得到面积计算公式 . 

（2）.旋转体体积计算 

 

函数 为 上的连续函数，将它的图像绕 轴旋转一周得到一个旋转体，求该旋转

体的体积. 

取 为积分变量，其上下限为 .取 上的一个小区间 ，当 取得足够小

时，函数 在该区间上的函数值可以看做不变的.则该区间上的函数图像旋转之后得到

的体积元可以近似地看做一个圆柱，其底面半径为 ，高为 ，因此体积可以表达为

.由可以得到体积计算公式 . 

（3）.平行截面面积已知立体图形的体积 

 

同上，可得面积计算公式为 . 

3．曲线弧长的计算 

x

[ , ]a b [ , ]x x dx

U U U ( )f x dx

( )
b

a
f x dx

( )r    , 

d d r

( )   
21

( )
2

dS d  

 
21

( )
2

S d



   

( )f x [ , ]a b x

 ,a b [ , ]a b [ , ]x x dx dx

( )f x

( )f x dx

 
2

( )dV f x dx  
2

( )
b

a
V f x dx 

( )
b

a
V S x dx 



 

69 

 

空间曲线 的弧长的计算公式为 

，其中 称之

为弧长微分. 

如果曲线在平面内，其参数方程为 ，则相应的计算公式改为

；如果曲线 由函数 ，则公式变为

；如果曲线 的方程是极坐标形式 ，则相应的

计算公式为 . 

4．旋转曲面侧面积的计算 

设在 上方有一条平面曲线， ，其中 满足 . 

则由微元法可知，该曲线绕 轴旋转所得的旋转曲面的面积 

. 

如 果 该 曲 线 由 函 数 给 出 ， 则 相 应 的 计 算 公 式 为

. 

如 果 该 曲 线 由 极 坐 标 方 程 给 出 ， 则 相 应 的 计 算 公 式 为

. 

 

 

例 1（1996-2）由曲线 及 所围图形的面积          . 

 

 

 

例 2求曲线 在点 处法线与曲线所围成图形的面积 

 

( )

: ( ) ,

( )

x x t

L y y t a t b

z z t




  
 

2 2 2
' ' '( ) ( ) ( )

b

a
s x t y t z t dt            

2 2 2
' ' '( ) ( ) ( )ds x t y t z t dt            

( )
: ,

( )

x x t
L a t b

y y t


 



2 2
' '( ) ( )

b

a
s x t y t dt        L ( ),y f x a x b  

2
'1 ( )

b

a
s f x dx     L ( ),r       

 
22 '( ) ( )s d




        

x
( )

: ,
( )

x x t
L a t b

y y t


 


( )x t '( ) 0x t 

x

2 2
' '2 ( ) ( ) ( )

b

a
S dS y t x t y t dt          

( ),y f x a x b  

2
'2 ( ) 1 ( )

b

a
S f x f x dx     

( ),r a b    

 
2

2 '2 sin ( ) ( )
b

a
S d            

1
, 2y x x

x
   2y  S 

xy 22  







1,

2

1
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例 3计算由下列曲线围成的平面图形的面积 

（1）  

 

 

 

（2） ； 

 

 

 

例 4计算下列几何体的体积 

1） 与 所围成的图形绕 轴旋转所产生的旋转体体积. 

 

 

2） 与 轴所围成的图形绕 轴旋转所得旋转体的体积. 

 

 

 

例 5（1987-2）设 是由曲线 与三条直线 , , 围成的曲边梯形,

求 绕 轴旋转一周所生成的旋转体的体积. 

 

 

 

 

 

 

 

(1 cos )r a  

 sin2

2y x y x x

sin ,0y x x    x y

D 1sin  xy 0x x 0y

D Ox
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例 6（1989-2）曲线 与 轴所围成的图形,绕 轴旋转一周所成旋转

体的体积为                

（A） .    （B） .      （C） .     （D） . 

 

 

 

 

例 7计算由下列曲线围成的平面图形的面积 

1）  

2） 与 轴 

 

 

 

 

 

 

例 8 设 是由抛物线 和直线 ， 及 所围成的平面区域； 是由

抛物线 和直线 ， 所围成的平面区域，其中 .（自己阅读） 

    （1）试求 绕 轴旋转而成的旋转体体积 ； 绕 轴而成的旋转体体积 （如

图） 

 

（2）问当 为何值时， 取得最大值？试求此最大值 

 

 

 

cos
2 2

y x x
  

  
 

x x

2




2

2

 2

3 3cos , sinx a t y a t 

( sin ), (1 cost), (0 2 )x a t t y a t       x

1D 22xy  ax  2x 0y
2D

22xy  ax  0y 20  a

1D x
1V 2D y

2V

a
21 VV 
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例 9设 是位于曲线 下方、 轴上方的无界区域 

（1）求区域 绕 轴旋转一周所成旋转体的体积 ； 

（2）求 为何值时， 最小？并求此最小值. 

 

 

 

 

例 10（2003-1）过坐标原点作曲线 lny x 的切线，该切线与曲线 lny x 及 x 轴围成平面

图形D . 

（1）求D的面积 A； 

（2）求D绕直线 x e 旋转一周所得旋转体的体积V . 

 

 

 

 

 

例 11.双纽线  
2

2 2 2 2x y x y   所围成的区域面积可用定积分表示为（    ） 

 A 4

0
2 cos2 d



     B 4

0
4 cos2 d



     C 4

0
2 cos2 d



     D 24

0

1
(cos2 )

2
d



   

 

 

 

 

例 12.设函数 ， .定义函数列： 

， ， ， ，  

记 是由曲线 ，直线 及 轴所围平面图形的面积，求极限 . 

 

 

 

第四章 微分方程 

【大纲要求】 

1．了解微分方程及其阶、解、通解、初始条件和特解等概念． 

2．掌握变量可分离的微分方程及一阶线性微分方程的解法，会解齐次微分方程． 

D 2 ( 1,0 )
x

ay xa a x


     x

D x ( )V a

a ( )V a

( )
1

x
f x

x



[0,1]x

1( ) ( )f x f x
2 1( ) ( ( ))f x f f x 1( ) ( ( ))n nf x f f x

nS ( )ny f x 1x  x lim n
n

nS

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3．理解（了解——数学三）线性微分方程解的性质及解的结构． 

4．掌握二阶常系数齐次线性微分方程的解法，并会解某些高于二阶的常系数齐次线性

微分方程（数学一、二）． 

5．会解自由项为多项式、指数函数、正弦函数、余弦函数以及它们的和与积的二阶常

系数非齐次线性微分方程． 

6．会用降阶法解下列形式的微分方程： ( ) ( ), ( , ) ( , )ny f x y f x y y f y y      和 （数

学一、二）． 

7．会解欧拉方程（数学一）． 

8．会解伯努利方程和全微分方程，会用简单的变量代换解某些微分方程（数学一）． 

9．了解差分与差分方程及其通解与特解等概念．了解一阶常系数线性差分方程的求解

方法（数学三）． 

10．会用微分方程解决一些简单的应用问题（经济应用问题——数学三）． 

 

 

 

第一节  一阶微分方程 

一．基本概念 

1. 微分方程 

含有未知函数导数的方程称之为微分方程.其中，如果未知函数为一元函数，则称该方程为

常微分方程；如果未知函数为多元函数，则称该方程为偏微分方程.我们主要讨论常微分方

程. 

常微分方程的一般形式为 .其中未知函数的最高阶导数的阶称之

为微分方程的阶.我们的目的是要找出这样的函数 ，把它代入微分方程后方程

成为恒等式. 

如果微分方程的解中含有任意常数，并且任意常数的个数等于微分方程的阶数，这样的解称

为微分方程的通解.如果微分方程是一阶的，则确定通解中任意常数的条件一般是

；如果微分方程是二阶的，则确定通解中任意常数的条件一般是

.确定了通解中的任意常数之后，就得到微分方程的特解.易知微分

方程的解是一条曲线，称之为微分方程的积分曲线. 

2. 常见的一阶微分方程 

a.可分离变量微分方程 

如果一个一阶微分方程可以写成 的形式，我们就称该微分方程为可分离

' '' ( )( , , , ,..., ) 0nF x f f f f 

( )y x

' '' ( )( , , , ,..., ) 0nF x     

0 0( )y x y

' '

0 0 0 0( ) , ( )y x y y x y 

( ) ( )g y dy f x dx
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变量的微分方程.对该方程的两端求不定积分 就得到微分方程的通解. 

例 1解微分方程
 

 

 

 

例 2解微分方程
 

 

 

 

例 3解微分方程 满足初始条件 的特解 

 

 

 

例 4已知函数 在任意点 处的增量 ，且当 时， 是

的高阶无穷小量， ，则           

 

 

 

 

b.齐次方程 

如果一阶微分方程 中的函数 可以写成 的形式，则称该方程为齐

次方程. 

 

例 5解微分方程
 

 

 

 

例 6求初值问题 的解 

 

 

( ) ( )g y dy f x dx 

 2 4 0ydx x x dy  

' (1 )y x
y

x




' 0xy y  (1) 2y 

( )y y x x
21

y
y x

x
   


0x   x

(0)y  (1)y 

( , )
dy

f x y
dx

 ( , )f x y ( )
y

x


   2 2 23 2 2 0x xy y dx x xy dy    

 2 2 0

(1) 0

y x y dx xdy

y

    

 
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例 7求解下列微分方程 

 

 

 

 

 

 

c.一阶线性微分方程 

标准的方程      

称为一阶线性微分方程.标准是指 的系数为 1，线性指函数 及其导数的次数均为 1，且

函数中不含有 及其导数 的乘积项. 

例 8求微分方程 的通解 

 

 

 

 

例 9求微分方程 满足 的解. 

 

 

 

例 10求微分方程 满足 的解 

 

 

 

d.伯努利方程 

一阶微分方程 称为伯努利方程.这种方程可以通过变量代换化为一阶

线性微分方程. 

例 11求微分方程 的通解 

 

  

 2 3 3 0x ydx x y dy  

( ) ( )
dy

P x y Q x
dx

 

dy

dx
y

y
dy

dx

 3 2 0y x dx xdy  

2( 1) (2 cos ) 0x dy xy x dx    (0) 1y 

 3 2 0y x dx xdy  
6

(1)
5

y 

' ( ) ( ) ay p x y q x y 

63' yxyxy 
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第二节  二阶微分方程 

基本概念 

1.高阶微分方程： 

      二阶及二阶以上的微分方程称之为高阶微分方程.对于某些高阶微分方程，我们可以

通过代换将它化成较低阶的方程来求解. 

2.二阶常系数线性微分方程 

形如微分方程 形式的方程，我们称之为二阶线性微分方程，若

时，方程叫做二阶齐次微分方程；若 ，方程称之为二阶非齐次微分方程.

我们主要讨论 恒为常数的情形，这种情况下，该方程称为二阶常系数线性微分

方程，相应的齐次方程称为二阶常系数齐次线性微分方程.二阶常系数齐次线性微分方程的

一般形式为 . 

4.欧拉方程 

形如 称为欧拉方程. 

2．基本公式与定理 

二阶线性微分方程解的结构定理： 

方程的一般形式为 . 

定理 1：设 是方程 的两个解，且 （又称

线性无关），则 也是该方程的通解解，其中 为两

个相互独立的常数. 

定理 2：设 是非齐次方程 的特解，则 是

是相应的齐次方程 的解. 

定 理 3 ： 设 是 齐 次 方 程 的 解 ， 是 非 齐 次 方 程

的解，则 是非齐次方程 的解. 

定理 4（叠加原理）：设 是非齐次方程 的特解， 是非齐次

方 程 的 特 解 ， 则 是 非 齐 次 方 程

的解. 

定理 5：设 是齐次方程 的两个线性无关的解， 是非齐次

方程 的特解，则 是非齐次方程

'' '( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x  

( ) 0f x  ( ) 0f x 

( ), ( )P x Q x

'' ' 0y py qy  

( ) 1 ( 1) 2 ( 2) '

1 2 1... 0n n n n n n

n nx y a x y a x y a xy a y   

     

'' ' ( )y py qy f x  

1 2( ), ( )y x y x '' ' 0y py qy   1

2

( )
( )

y x
y x

常数

1 2( ), ( )y x y x 1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x  1 2,C C

1 2( ), ( )y x y x '' ' ( )y py qy f x   1 2( ) ( )y y x y x 

'' ' 0y py qy  

1( )y x '' ' 0y py qy   2 ( )y x

'' ' ( )y py qy f x   1 2( ) ( )y y x y x  '' ' ( )y py qy f x  

1( )y x
'' '

1( )y py qy f x  
2 ( )y x

'' '

2( )y py qy f x  
1 1 2 2( ) ( )y k y x k y x 

'' '

1 1 2 2( ) ( )y py qy k f x k f x   

1 2( ), ( )y x y x '' ' 0y py qy   *( )y x

'' ' ( )y py qy f x  
*

1 1 2 2( ) ( ) ( )y C y x C y x y x  
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的通解，其中 为两个相互独立的常数. 

注：从历年考研的真题来看，以考察后面两种微分方程为主. 

2. 求解二阶常系数齐次线性微分方程的一般步骤（二阶以上类似）： 

写出 对应的特征方程  

41. 求出特征方程的两个根 . 

42. 根据 的不同形式，我们有如下的公式： 

的两个根  微分方程 的通解 

为两个不同实根  

为两个相同实根  

为一对共轭复根   

 

3. 求解二阶常系数非齐次线性微分方程的一般步骤（二阶以上类似）： 

先求出相应齐次方程的通解 ，再求出非齐次线性方程的一个特解 ，

则非齐次线性方程的通解可表示为 . 

求非齐次线性方程特解方法主要用到如下的待定系数法： 

根据 的不同形式，我们可以分别设方程的特解为如下形式，再代回原方程，得到所设

特解中各项系数的值. 

形式 
条件 所设特解形式 

为

次多项式 

0 不是特征根 
（ 为 次多项式） 

0 是单特征根 
 

0 是复特征根 
 

为 次多项式 

不是特征根 
 

是单特征根 
 

是复特征根 
 

'' ' ( )y py qy f x   1 2,C C

'' ' 0y py qy   2 0r pr q  

1 2,r r

1 2,r r

2 0r pr q   1 2,r r '' ' 0y py qy  

1 2,r r 1 2

1 2

r x r xy C e C e 

1 2,r r 1

1 2( ) r xy C C x e 

1 2,r r i 
1 2( cos sin ) xy C x C x e  

1 1 2 2( ) ( )C y x C y x *( )y x

*

1 1 2 2( ) ( ) ( )C y x C y x y x 

( )f x

( )f x

( ) ( )nf x p x n * ( )ny R x * ( )ny R x n

* ( )ny xR x

* 2 ( )ny x R x

( ) ( )x

nf x e p x

n

 * ( )x

ny e R x

 * ( )x

ny xe R x

 * 2 ( )x

ny x e R x
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不是特征根  

（ ， 为 次多项式） 

是特征根  

如果 是上述多种情况之和，则可以运用叠加原理，将特解也写成相应多个特解之和. 

 

例 1求下列微分方程的通解 

1）  

 

 

 

2）  

 

 

 

3）  

 

 

 

 

例 2求下列微分方程的通解 

1）  

 

 

 

2）  

 

 

 

3） 32 3 xy y y e     

 

 

4）求微分方程 3 2 2 xy y y xe    的通解. 

 

( )

[ ( )cos

( )sin ]

x

n

m

f x

e p x x

p x x

 







i  * ( ( )cos ( )sin )x

k ky e R x x S x x   

 max ,k m n ( )kS x k

i  * ( ( )cos ( )sin )x

k ky xe R x x S x x   

( )f x

2 0y y y   

''' 2 0y y y  

''' 4 5 0y y y  

xeyyy 232 

xyyy 2cos22 
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例 3（2004-2）微分方程 2 1 siny y x x     的特解形式可设为 

( )A 2 ( sin cos )y ax bx c x A x B x      . 

( )B 2( sin cos )y x ax bx c A x B x      . 

( )C 2 siny ax bx c A x     . 

( )D 2 cosy ax bx c A x         

 

 

 

 

例 4.微分方程  的特解可设为  

（A） .      （B） . 

（C） .    （D）   

 

 

 

例 5.求具有特解 的三阶常系数齐次线性微分方程. 

 

 

 

 

例 6.已知 是某二阶线性非齐次微分方程

的三个解，求此微分方程. 

 

 

 

 

 

第三节 微分方程的应用 

例 1设 其中 为连续函数，求 ； 

 

24 8 e (1 cos2 )xy y y x     *y 

2 2 ( cos2 sin 2 )x xAe e B x C x  2 2 ( cos2 sin 2 )x xAxe e B x C x 

2 2 ( cos2 sin 2 )x xAe xe B x C x  2 2 ( cos2 sin 2 )x xAxe xe B x C x 

1 2 3, 2 , 3x x xy e y xe y e   

2 2

1 2 3, ,x x x x x x xy xe e y xe e y xe e e       

0
( ) sin ( ) ( )

x

f x x x t f t dt   ( )f x ( )f x
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例 2 在 xOy 坐标平面上，连续曲线 L过点  1,0M ，其上任意点   , 0P x y x  处的切线斜

率与直线OP 的斜率之差等于ax（常数 >0a ）. 

(1) 求 L的方程； 

(2) 当 L与直线 y ax 所围成平面图形的面积为
8

3
时，确定a的值. 

 

 

 

 

例 3 设函数 ( )y y x 在 ),(  内具有二阶导数，且 )(,0 yxxy  是 ( )y y x 的反函

数. 

(1) 试将 ( )x x y 所满足的微分方程 0))(sin( 3

2

2


dy

dx
xy

dy

xd
变换为 ( )y y x 满足的

微分方程； 

(2) 求变换后的微分方程满足初始条件
2

3
)0(,0)0(  yy 的解. 

 

 

 

例 4.已知连续函数 满足 . 

（Ⅰ）求 ; 

（Ⅱ）若 在区间 上的平均值为 1.求 的值. 

 

 

 

 

 

例 5.设曲线 ，其中 是可导函数，且 .已知曲线 与直线

及 所围成的曲边梯形，绕 轴旋转一周所得的立体体积值是曲边

梯形面积值的 倍，求该曲线方程. 

 

 

 

 

( )f x 2

0 0
( ) ( )

x x

f t dt tf x t dt ax   
( )f x

( )f x [0,1] a

( )y f x ( )y f x ( ) 0f x  ( )y f x

0, 1y x  ( 1)x t t  x

t
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例 6.用变量代换 化简微分方程 ，并求其满足

的特解. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7.设函数 满足条件 ，求广义积分  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

)0(cos  ttx 0)1( 2  yyxyx

2,1
00


 xx
yy

( )y y x
4 4 0

(0) 2, (0) 4

y y y

y y

   


  
0

( )y x dx



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第五章 多元函数微分学 

【大纲要求】 

1．理解多元函数的概念，理解二元函数的几何意义. 

2．了解二元函数的极限与连续的概念以及有界闭区域上连续函数的性质. 

3．理解多元函数偏导数和全微分的概念，会求全微分，了解全微分存在的必要条件和

充分条件，了解全微分形式的不变性. 

4．掌握多元复合函数一阶、二阶偏导数的求法. 

5．了解隐函数存在定理（数学一、二），会求多元隐函数的偏导数. 

6．理解方向导数与梯度的概念，并掌握其计算方法.了解空间曲线的切线和法平面及曲

面的切平面和法线的概念，会求它们的方程.了解二元函数的二阶泰勒公式（数学一）.  

7．理解多元函数极值和条件极值的概念，掌握多元函数极值存在的必要条件，了解二

元函数极值存在的充分条件，会求二元函数的极值，会用拉格朗日乘数法求条件极值，会求

简单多元函数的最大值和最小值，并会解决一些简单的应用问题. 

 

 

 

第一节  多元函数微分 

一、基本知识点 

1．基本概念 

维空间  

元有序实数组 全体所构成的几何成为 维空间，记作 . 

邻域：以点 为圆心的一个圆称之为 的邻域，记作 ，其中 为圆的半径. 的

去心邻域记作 . 

连通集：如果集合 中任意两点都可以用折线链接起来，则称集合 为连通集. 

元函数 

定义：设 是 的一个非空子集，则称映射 为定义在 上的二元函数，记作

. 其 中 ， 称 为 函 数 的 定 义 域 ，

称为函数的值域. 

例 1求函数 的定义. 

n

n
1 2( , ,..., )nx x x n nR

0P 0P 0( , )U P  
0P

0( , )
o

U P 

D D
n

D 2R D R D

( , ) ( ), ( , )z f x y z f P P x y D  或 D

 ( ) | ( , ), ( , )f D z z f x y x y D  

xy
x

z 
3

arcsin
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例 2求函数 的定义域. 

 

 

例 3设 ，求 . 

 

 

 

 

例 4设 ，求 . 

 

 

 

  

 12ln4 222  xyyxz

  22, yyxyxyxf   yxf ,

  53, 22  yxyxxyyxf  yxf ,
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2.重极限与累次极限 

定义：设二元函数 的定义域为 ，如果点 是 的聚点.如果对于任意的 ，

总存在正数 使得当 时有 

， 

则称 在 点的极限为 ，记作
 
或 

. 

例 5讨论 .    （ 常数） 

 

 

 

例 6讨论 . 

 

 

 

例 7讨论 . 

 

 

 

例 8讨论   

 

 

  

( , )z f x y D
0P D 0 

0  0( , )
o

P D U P 

( ) ( , )f P A f x y A    

( , )z f x y
0P A

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y A




0 0( , )      ( , ) ( , )f x y A x y x y ，

yx

x

ay

x xy





 









2

1
1lim 0a

24

2

0

0
lim

yx

yx

y

x 




24

2

3
2

0

0
lim

yx

yx

y

x 




    2 2, 0,0

lim
x y

xy

x y 
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3.二元函数的连续性及其性质 

定 义 ： 如果 是 函 数 的 定 义 域 的 聚 点 ，且 有 及

成立,则称函数 在 点连续. 

偏导数 

设函数 在点 的某一邻域内有定义，把 固定在 而 在 处有

增量 ，相应的函数有增量 

， 

而如果极限 存在，则称此极限为函数 在点

处对变量 的偏导数，记作 

. 

类似地，可以定义函数 在点 处对变量 的偏导数 

，记作 . 

例 9二元函数
2 2

( , ) (0,0)
( , )

0 ( , ) (0,0)

xy
x y

x yf x y

x y


 


 

，

，

，在点 (0,0) 处（   ） 

 A 连续，偏导数存在         B 连续，偏导数不存在 

 C 不连续，偏导数存在      D 不连续，偏导数不存在 

 

 

 

 

例 10已知
2 4

( , )
x y

f x y e


 ，则 

 A (0,0)xf  ， (0,0)yf  都存在         B (0,0)xf  不存在， (0,0)yf  存在 

 C (0,0)xf  不存在， (0,0)yf  不存在   D (0,0)xf  ， (0,0)yf  都不存在 

  

0P ( , )z f x y D
0 0 0( , )P x y D

0 0
0 0

( , ) ( , )
lim ( , ) ( , )

x y x y
f x y f x y


 ( , )z f x y

0P

( , )z f x y
0 0 0( , )P x y D y

0y x
0x

x

0 0 0 0( , ) ( , )z f x x y f x y   

0 0 0 0

0

( , ) ( , )
lim
x

f x x y f x y

x 

  


( , )z f x y

0 0 0( , )P x y x

0

00 0

0 0

0 0, , ( , )x xx x
y yx x x x

y y y y

z f
z f x y

x x

 

 

 

 
或

( , )z f x y
0 0 0( , )P x y y

0 0 0 0

0

( , ) ( , )
lim
y

f x y y f x y

y 

 

 0

00 0

0 0

0 0, , ( , )x xy y
y yx x x x

y y y y

z f
z f x y

y y

 

 

 

 
或
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例 11 二元函数 ( , )f x y 在点  0 0,x y 处两个偏导数
0 0 0 0( , ), ( , )x yf x y f x y  存在是 ( , )f x y 在

该点连续的（   ）    

 A  充分条件而非必要条件       B  必要条件而非充分条件   

 C  充分必要条件               D 既非充分条件又非必要条件 

 

 

 

 

4.全微分 

  定义：函数 在点 的全增量 可表示为 

        
，其中 仅依赖于 而与 无关，

则称函数 在点 可微，而 称为函数 在点

的全微分，记作 .即 . 

例 12讨论下列函数在 点的连续性，可导性，与可微性. 

（1）  

（2）  

（3）  

例 13.连续数 满足 ，则 ________. 

 

 

 

( , )z f x y ( , )x y ( , )- ( , )z f x x y y f x y   

 2 2z A x B y o x y        A B ( , )x y x y

( , )z f x y ( , )x y A x B y   ( , )z f x y

( , )x y dz dz A x B y   

(0,0)

 2 2

2 2

1
sin( ), ( , ) (0,0)

( , )

0                               , ( , ) (0,0)

x y x y
x yf x y

x y


 

 
 

2 2
                 , ( , ) (0,0)

( , )

0                            , ( , ) (0,0)

xy
x y

x yf x y

x y




 
 

3 3

2 2
                 , ( , ) (0,0)

( , )

0                            , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 


 
 

( , )z f x y
2 20

1

( , ) 2 2
lim 0

( 1)x
y

f x y x y

x y


  


 
(0,1)dz 
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例 14. 则 在 点（  ） 

不连续   连续但不可导   可导但不可微   可微 

 

 

 

 

 

例 15.函数 在 处连续,那么下列命题正确的是（  ） 

(A)若 存在, 在 可微 

(B)若 存在, 在 可微 

(C) 在 可微,则 存在 

(D) 在 可微,则 存在 

 

 

 

 

 

 

例 16. 设函数 满足 ，则 与 依次是（ ） 

（A） ,0 .      （B）0,
        

 （C）          （D） .
 

 

 

例 17. 设函数 具有一阶连续偏导数，且 ， 

，则              ． 

 

 

3 3

2 2
, ( , ) (0,0)

( , ) ,

0, ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 


 
 

( , )f x y (0,0)

( )A ( )B ( )C ( )D

( , )f x y (0,0)

0
0

( , )
lim
x
y

f x y

x y



( , )f x y (0,0)

2 2
0
0

( , )
lim
x
y

f x y

x y



( , )f x y (0,0)

( , )f x y (0,0)
0
0

( , )
lim
x
y

f x y

x y




( , )f x y (0,0)
2 2

0
0

( , )
lim
x
y

f x y

x y




( , )f u v
2 2( , )

y
f x y x y

x
  

1
1

|u
v

f

u






1
1

|u
v

f

v







1

2

1

2

1
,0

2


1
0,

2


( , )f x y d ( , ) e d (1 )e dy yf x y y x x y y  

(0,0) 0f  ( , )f x y 
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5. 高阶偏导数 

设函数 在区域 内具有偏导数 ，则这两个偏导数

也是区域 上的函数，如果这两个函数的偏导数也存在，则称它们是函数 的二

阶偏导数.按照不同的求导顺序可以得到如下四个二阶偏导数： 

 

同样可得三阶、四阶….偏导数. 

 

 

 

 

6.重要公式与定理 

1). 连续性定理：一切多元初等函数在其定义域内是连续的. 

2).有界闭区域上连续函数的性质： 

1)有界性有界闭区域上的连续函数在其定义域内有界 

2)最值定理有界闭区域上的连续函数在其定义域内能够取到最大值与最小值. 

3)介质定理有界闭区域上的连续函数能够取到其最大值和最小值之间的一切值. 

注：有界闭区域相当于一元函数中的闭区间，所以其性质也和闭区间上的连续函数类似. 

3).可微、偏导数存在、连续、偏导数连续的关系 

定理：如果函数 在点 可微，则函数在该点连续且两个偏导数均存在，并

且 . 

注：在一元函数中，可微与可导是等价的，且可导必连续.在二元函数中，可导（偏导数存

在）不一定连续，也不一定可微.但由上述定理可知：可微一定连续，可导.关于可导与可微

的关系，我们还有如下定理： 

定理：如果函数 在点的偏导数 在 点连续，则函数在该点可微. 

4).高阶混合偏导数与求导次序无关：如果函数 的两个二阶混合偏导数 ，

在区域 内连续，则在该区域内这两个二阶混合偏导数相等. 

 

( , )z f x y D ( , ), ( , )x y

z z
f x y f x y

x y

 
 

 

D ( , )z f x y

2 2

2

2 2

2

( , ), ( , )

( , ), ( , )

xx xy

yx yy

z z z z
f x y f x y

x x x y x y x

z z z z
f x y f x y

x y x y y y y

        
      

         

        
      

         

( , )z f x y ( , )x y

 2 2z z
z x y o x y

x y

 
       

 

( , )z f x y ,
z z

x y

 

 
( , )x y

( , )z f x y
2z

y x



 

2z

x y



 
D
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5).偏导数的性质 

i）偏导数的四则运算 

偏导数的四则运算有与一元函数类似的性质 

设 ， 的偏导数均存在，则有 

 

 

 

ii）复合函数求导法则 

根据复合函数中间变量的不同形式我们有如下求导公式： 

如果 ，则 ； 

如果 ，则 ，  

如果 ，则 ，  

iii）隐函数存在定理 

定理一：设函数 在点 附近具有连续偏导数，且有 ，

则方程 在点 附近能唯一确定一个函数 ，满足

及 ， . 

定理二：设函数 在点 附近具有连续偏导数，且有

. 同 时 ， 由 偏 导 数 组 成 的 雅 克 比 行 列 式

在点 处不为零.则方程组 在点

( , )f x y ( , )g x y

 
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , ,
f x y g x y

af x y bg x y a b a b R
x x x

  
   

  

 
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
f x y g x y

f x y g x y g x y f x y
x x x

  
 

  

2

( , ) ( , )
( , ) ( , )

( , )
, ( , ) 0

( , ) ( , )

f x y g x y
g x y f x y

f x y x x g x y
x g x y g x y

 


     
  

( , ) ( ( ), ( ))z f u v f t t  
dz f du f dv

dt u dt v dt

 
 
 

( , ) ( ( , ), ( , ))z f u v f x y x y  
z f u f v

x u x v x

    
 

    

z f u f v

y u y v y

    
 

    

( , ) ( ( , ), ( ))z f u v f x y y  
z f u

x u x

  


  

z f u f dv

y u y v dy

   
 

   

( , , )F x y z
0 0 0( , , )x y z 0 0 0( , , ) 0

F
x y z

z






( , , ) 0F x y z 
0 0 0( , , )x y z ( , )z f x y

0 0 0( , )z f x y x

z

Fz

x F


 



y

z

Fz

y F


 



( , , , ), ( , , , )F x y u v G x y u v
0 0 0 0( , , , )x y u v

0 0 0 0 0 0 0 0( , , , ) 0, ( , , , ) 0F x y u v G x y u v 

( , )

( , )

F F

F G u v
J

G Gu v

u v

 

  
 

 

 

0 0 0 0( , , , )x y u v
( , , , ) 0

( , , , ) 0

F x y u v

G x y u v





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附近能唯一确定两个个函数 ，满足 ，且 关

于 的偏导数可按照与一元函数类似的方法来求得（等式两边同时求导，再解方程）. 

 

 

例 18设 ，求 与 . 

 

 

 

 

例 19设 f, g为连续可微函数, , 求 . 

 

 

 

 

例 20设 , 其中 f具有二阶连续偏导数, 求 . 

 

 

 

例 21设 具有二阶连续偏导数，且满足 ， 

，求

 

 

 

 

例 22设

 

 

 

0 0 0 0( , , , )x y u v
( , )

( , )

u f x y

v g x y






0 0 0

0 0 0

( , )

( , )

u f x y

v g x y




 ,u v

,x y

 
arctan

2 2

y

xz x y e


  dz

2z

x y



 

)(),( xyxgvxyxfu  ，
x

v

x

u










),sin( 22 yxyefz x 
yx

z



 2

 vuf , 1
2

2

2

2











v

f

u

f

   







 22

2

1
,, yxxyfyxg

2

2

2

2

y

g

x

g










2

2
2

2

2

2
2 2)()(

y

z
y

yx

z
xy

x

z
x

x

y

x

y
xfz














 ，求
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例 23设 有二阶连续偏导数，且 ，若有 ， ，

求 . 

例 24（2016-2,3）  已知函数 ( , )
xe

f x y
x y




,则 

（A） 0x yf f   .（B） 0x yf f   .（C）
x yf f f   .（D） 

x yf f f   .  

 

 

 

例 25（2005-3）  设二元函数 ,则 _____. 

 

 

 

例 26（2000-1）  设 ,其中 具有二阶连续偏导数, 具有二阶连续

导数,求 . 

 

 

 

例 27（2006-1,2）  设函数 内具有二阶导数,且 2 2( )z f x y  满足等式

. 

（I）验证 ; 

（II）若 ,求函数 . 

 

 

 

例 28 （ 2010-2 ）   设 函 数 具 有 二 阶 连 续 偏 导 数 , 且 满 足 等 式

,确定 的值,使等式在变换 下化简

为 . 

( , )z z x y
2 2

2 2
0

z z

x y

 
 

 
( ,2 )z x x x ' 2

1( ,2 )z x x x

''

11( ,2 )z x x

)1ln()1( yxxez yx   
)0,1(

dz

( , ) ( )
x y

z f xy g
y x

  f g

2z

x y



 

( ) (0, )f u 在

2 2

2 2
0

z z

x y

 
 

 

( )
( ) 0

f u
f u

u


  

(1) 0, (1) 1f f   ( )f u 的表达式

( , )u f x y

2 2 2

2 2
4 12 5 0

u u u

x x y y

  
  

   
,a b ,x ay x by    

2

0
u

 




 
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例 29（2013-3）  设函数 由方程 确定,则 _______.  

 

 

 

例 30（2016-1）  设函数 ( , )f f u v 可微, ( , )z z x y 由方程
2 2( 1) ( , )x z y x f x z y   

确定,则
(0,1)

dz         ． 

 

 

 

 

例 31（1995-1）  设 , , ,其中 都具有一阶连

续偏导数,且 ,求 . 

 

 

 

例 32设 确定, 求 . 

 

 

 

例 33 设 有连续偏导数， 和 分别由方程 和

所确定，求 . 

 

 

 

例 34设 关于各变量均有连续的偏导数，其中由方程组 确

定 为 的函数，试计算 与 . 

 

),( yxzz  xyyz x  )( 



)2,1(

x

z

 , ,u f x y z  2 , , 0yx e z  siny x ,f 

0
z






du

dx










0

0
)()(

32

2

zzyx

zzyx
xzzxyy ，由，

dx

dz

dx

dy
，

( , , )u f x y z ( )y y x ( )z z x 2xye xy 

0

sinx z
x t

e dt
t



 
du

dx

 , , ,u f x y z t

2 2 0

sin 0z

y yz zt

te z t

   


 

,z t y
u

x





u

y




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例 35．已知函数 具有二阶连续偏导数， 是 的极值，

求 . 

 

 

 

 

例 36.设函数 具有 2 阶连续导数， 满足 

. 

若 ， ，求 的表达式. 

 

 

 

 

例 37设有三元方程 ，根据隐函数存在定理，存在点 的一个邻域，

在此邻域内该方程 

1） 只能确定一个具有连续偏导数的隐函数  

2） 可以确定两个个具有连续偏导数的隐函数  

3） 可以确定两个个具有连续偏导数的隐函数  

4） 可以确定两个个具有连续偏导数的隐函数  

 

 

 

 

  

 vuf ,  1,1 =2f  vuf ,

 , ( , ) .z f x y f x y 
2z

x y



 
（1,1）

( )f u (e cos )xz f y

2 2
2

2 2
(4 e cos )ex xz z

z y
x y

 
  

 

(0) 0f  (0) 0f   ( )f u

ln 1xyxy z y e   (0,1,1)

( , )z z x y

( , ), ( , )y y x z z z x y 

( , ), ( , )x x y z z z x y 

( , ), ( , )y y x z x x z y 
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第二节  多元函数微分学的应用 

一、基本知识点 

1.多元函数极值的定义及其判定方法 

1）多元函数极值的定义 

设点 是函数 的定义域 的内点，若存在 的邻域 ，使得对任意异于

的点 都有 ，则称函数 在点 有极大值，点 称为

函数 的极大指点.类似地，可以定义极小值与极小值点.极大值与极小值统称为

极值，极大指点与极小值点统称为极值点. 

注：同一元函数中的情形一样，函数极值的定义本身对函数的连续性和可导性没有什么要求，

也就是说函数在极值点处可以是可导的. 

2）多元函数极值的判定 

a.必要条件：设函数 在 点具有偏导数，且在该点有极值，则有

. 

注：满足 的点 称为驻点，由上述定理可知，存在偏导

数的极值点必为驻点.但由于函数的极值点不一定存在偏导数，因此极值点不一定是驻点；

反过来，驻点也不一定是极值点. 

我们处理的大多数函数都是存在偏导数的，该定理的意义是把极值点缩小到了驻点与不可导

点的范围内. 

b.充分条件：设函数 在 点的某邻域内具有连续的一阶及二阶偏导数，

又设 .令 

（回忆定理 ） 

a) 若 ，则函数 在 点具有极值.当 时取得极小

值；当 时取得极大值. 

b) 若 ，则函数 在 点没有极值. 

c) 若 ，则函数 在 点可能有极值，也可能没有极值. 

 

 

 

 

例 1 （2012-2）设函数  ,f x y 可微，且对任意的 ,x y都有
 ,

0
x y

x





，

 ,
0

x y

y





，

0P ( , )z f x y D
0P 0( )U P

0P 0( )P U P 0( ) ( )f P f P ( , )z f x y
0P 0P

( , )z f x y

( , )z f x y
0 0( , )x y

0 0 0 0( , ) 0, ( , ) 0x yf x y f x y 

0 0 0 0( , ) 0, ( , ) 0x yf x y f x y 
0 0( , )x y

( , )z f x y
0 0( , )x y

0 0 0 0( , ) 0, ( , ) 0x yf x y f x y 

0 0 0 0 0 0( , ) , ( , ) , ( , )xx xy yyf x y A f x y B f x y C   0 0 0 0( , ) ( , )xy yxf x y f x y

2 0AC B  ( , )z f x y
0 0( , )x y 0A 

0A 

2 0AC B  ( , )z f x y
0 0( , )x y

2 0AC B  ( , )z f x y
0 0( , )x y
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则使不等式    1 1 2 2, ,f x y f x y 成立的一个充分条件是             （  ） 

（A）
1 2x x ，

1 2y y .               （B）
1 2x x ，

1 2y y . 

（C）
1 2x x ，

1 2y y .               （D）
1 2x x ，

1 2y y . 

 

 

 

 

例 2（2017-2）设 ( , )f x y 具有一阶偏导数,且对任意的 ( , )x y ,都有 

( , ) ( , )
0, 0

f x y f x y

x y

 
 

 
,则 

（A） (0,0) (1,1)f f  （B） (0,0) (1,1)f f  （C） (0,1) (1,0)f f  （D） (0,1) (1,0)f f  

 

 

 

例 3.设可微函数 在点 取得极小值，则下列结论中正确的是 

(A). 在 处的导数等于 0   

(B). 在 处的导数大于 0 

(C). 在 处的导数小于 0         

(D). 在 处的导数不一定存在 

 

 

 

例 4（2003-1）  已知函数 在点 的某个邻域内连续,且
2 2 20

0

( , )
lim 1

( )x
y

f x y xy

x y






,

则  

（A）点 不是 的极值点.  

（B）点 是 的极大值点.  

（C）点 是 的极小值点.  

（D）根据所给条件无法判别点 是否为 的极值点. 

 

 

( , )u f x y
0 0( , )x y

0( , )f x y 0y y

0( , )f x y 0y y

0( , )f x y 0y y

0( , )f x y 0y y

( , )f x y (0,0)

(0,0) ( , )f x y

(0,0) ( , )f x y

(0,0) ( , )f x y

(0,0) ( , )f x y
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例 5（2014-2）  设函数 在有界闭区域 上连续,在 的内部具有 2阶连续偏导数,

且满足 及 ,则 

（A） 的最大值和最小值都在 的边界上取得. 

（B） 的最大值和最小值都在 的内部取得. 

（C） 的最大值在 的内部取得,最小值在 的边界上取得. 

（D） 的最小值在 的内部取得,最大值在 的边界上取得. 

 

 

 

 

例 6 (2012-1,2)  求  
2 2

2,
x y

f x y xe




 的极值. 

 

 

 

 

 

例 7（2009-1）  求二元函数 的极值. 

 

 

 

 

例 8（2004-1）  设 是由 确定的函数,求

的极值点和极值. 

 

 

 

例 9.已知函数 满足 , , ,

求 的极值. 

 

 

 

( , )u x y D D

2

0
u

x y




 

2 2

2 2
0

u u

x y

 
 

 

( , )u x y D

( , )u x y D

( , )u x y D D

( , )u x y D D

 2 2( , ) 2 lnf x y x y y y  

),( yxzz  0182106 222  zyzyxyx

),( yxzz 

( , )f x y ( , ) 2( 1)ex

xyf x y y   ( ,0) ( 1)ex

xf x x   2(0, ) 2f y y y 

( , )f x y
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2.条件极值和拉格朗日乘子法 

模型：求函数 在约束条件 下的极值点. 

方法：1）.作拉格朗日函数  

      2）.解方程  

（这三个方程其实是找三元函数 的驻点） 

     3）.根据实际条件判断所求出的点是极大值还是极小值. 

此方法还可以推广到变量多于两个，约束条件多于一个的情形. 

如求函数 在约束条件 下的极值点.只需要把拉格

朗日函数改为 

即可. 

 

 

 

 

 

 

 

例 10（2006-1,2,3）  设 与 均为可微函数,且 . 已知

是 在约束条件 下的一个极值点,下列选项正确的是  

（A）若 ,则 .（B）若 ,则 . 

（C）若 ,则 .（D）若 ,则 . 

 

 

 

 

 

例 11（2008-2）  求函数 在约束条件 和 下的最大

值与最小值. 

 

 

( , )z f x y ( , ) 0x y 

( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y x y  

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , ) 0

( , ) 0

x x

y y

f x y x y

f x y x y

x y







  


 




( , , )L x y 

( , , )u f x y z ( , , ) 0, ( , , ) 0x y z x y z  

( , , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )L x y z f x y z x y z x y z     

( , )f x y ( , )x y ( , ) 0y x y  
0 0( , )x y

( , )f x y ( , ) 0x y 

0 0( , ) 0xf x y  0 0( , ) 0yf x y 
0 0( , ) 0xf x y  0 0( , ) 0yf x y 

0 0( , ) 0xf x y  0 0( , ) 0yf x y 
0 0( , ) 0xf x y  0 0( , ) 0yf x y 

2 2 2u x y z   2 2z x y  4x y z  
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例 12.求函数 在约束条件 下的最大值和最小值. 

 

 

 

 

例 13.(2010-3)求函数 在约束条件 下的最大值和最小值 

 

 

 

 

 

 

例 14.已知函数 的全微分 ，并且 .求 在椭圆

域 上的最大值和最小值. 

 

 

 

例 15（2007-1）  求函数 在区域

上的最大值和最小值. 

 

 

 

 

 

 

 

  

2 2 2x y z
u e

 


2 2 , 4z x y x y z    

2u xy yz 
2 2 2 10x y z  

 yxfz , ydyxdxdz 22    21,1 f  yxf ,

 








 1
4

,
2

2 y
xyxD

2 2 2 2( , ) 2f x y x y x y     2 2, | 4, 0D x y x y y   
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第七章 多元函数积分学 

【大纲要求】 

1．理解二重积分的概念，了解二重积分的性质，了解二重积分的中值定理.掌握二重积

分的计算方法（直角坐标、极坐标）（数一）． 

2．了解二重积分的概念与基本性质，掌握二重积分的计算方法（直角坐标、极坐标）

（数二、农）． 

3．了解二重积分的概念与基本性质，掌握二重积分的计算方法（直角坐标、极坐标），

了解无界区域上较简单的反常二重积分并会计算（数三）. 

4．会用重积分求一些几何量与物理量（如平面图形的面积、弧长、质心、形心、转动

惯量等）（数一、二）． 

 

 

 

第一节  二重积分 

Ⅰ考点精讲 

一．基本概念 

1.二重积分 

设 是有界闭区域 上的有界函数，将闭区域 任意分成 个小闭区域

，其中 表示第 个小闭区域，也表示它的面积.在每个闭区域 上任

取一点 ，并计算和式 .如果各小闭区域的最大直径 趋于零时，

的极限存在，则称该极限值为 在区域 上的二重积分，记作

. 

2.几何意义：二元函数的 图像是三维空间中的一个曲面，当 时，

表示以 为底，以该曲面为曲顶的曲顶柱体的体积. 

二．基本性质 

1）.线性性质：设 为任意实数，则有 

 

2）.关于区域的可加性：如果闭区域 可以被分为有限个互不相交有界闭区域的交集，则

在 上的二重积分等于各部分的二重积分之和. 

( , )f x y D D n

1 2, ,... n     i i
i

( , )i i 
1

( , )
n

i i i

i

f   


 d

1

( , )
n

i i i

i

f   


 ( , )f x y D

( , )
D

f x y dxdy

( , )z f x y ( , ) 0f x y 

( , )
D

f x y dxdy D

, 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y g x y dxdy f x y dxdy g x y dxdy       

D

D
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设 可分为 与 ，则有  

3）. ，其中 为区域 的面积. 

4）. 比较定理：如果在 上恒有 成立，则有 

 

推论 1：设 分别是函数 在区域 上的最大值与最小值， 是区域 的面积，

则有 . 

推论 2（二重积分中值定理）：设函数 在闭区域 上连续， 是区域 的面积，

则在区域 上至少存在一点 使得 . 

三．二重积分的计算方法 

1.直角坐标系  

1）步骤：画出积分区域草图；选择积分次序；确定积分上下限，做定积分计算. 

2）确定积分次序时遵循两原则：尽可能地避免分类讨论；尽可能地使第一步的积分简单. 

3）定限方法（以先对 积分的情况为例）： 

ⅰ）画一条与 轴平行的直线，观察这条直

线与积分区域边界的两交点（如图），下交点

为下限，上交点为上限，即 . 

ⅱ）使得直线与积分区域有交点的 的范围

便 是 积 分 变 量 的 上 下 限 ， 即

 

2.极坐标  

1）计算公式 

 

2）适用情形：积分区域为圆或与圆相关（扇形，环形等）；被积函数可写成 或

被积函数中多次出现 . 

3）定限方法 

ⅰ）从原点出发画一条射线，观察这条射线与积分区域相交的部分，其中与原点距离最近的

点与原点的距离即为 的下限，与原点距离最远的点与原点的距离即为 的上限.

. 

D
1D 2D

1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy   

1
D

dxdy A A D

D ( , ) ( , )f x y g x y

( , ) ( , )
D D

f x y dxdy g x y dxdy 

,M m ( , )f x y D  D

( , )
D

m f x y dxdy M  

( , )f x y D  D

D ( , )  ( , ) ( , )
D

f x y dxdy f   

y

y

2

1

( )

( )
( , )

x

x
f x y dy




x

x

2

1

( )

( )
( , )

b x

a x
dx f x y dy



 

( )

( )
( cos , sin ) ( cos , sin )

D

f d d d f d
  

  
               

 2 2f x y

2 2x y

 

2

1

( )

( )
( cos , sin )f d

 

 
     
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ⅱ）使得射线与积分区域相交点的角度范围便是积分变量 的上下限，即

 

3.利用对称性  

ⅰ）如果积分区域关于 轴对称，且被积函数是关于变量 的奇函数，则积分值为零；如

果积分区域关于 轴对称，且被积函数是关于变量 的偶函数，则积分值为等于第一二象

限积分的两倍. 

ⅱ）如果积分区域关于 轴对称，且被积函数是关于变量 的奇函数，则积分值为零；如

果积分区域关于 轴对称，且被积函数是关于变量 的偶函数，则积分值为等于第一四象

限积分的两倍. 

ⅲ）特别地，如果积分区域关于两个坐标轴都对称，被积函数关于两个变量都是偶函数，则

积分值等于第一象限内的积分的四倍. 

ⅳ）轮换对称性：如果设将积分区域 的变量 交换之后的区域为 ，则有

.特别地，当 关于直线 对称时， ，此

时则有

 

例 1 设D为
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 31, d , ( )d , ( ) d ,
D D D

x y I x y I x y I x y            试

比较 1 2 3, ,I I I 的大小. 

 

 

例 2设函数 ( , )f x y 在点 (0,0) 的某邻域内连续， ( )h x 具有连续导数，且 (0) 0h  ， (0) 1h  ，

 2 2 2( , ) |rD x y x y r   ，则
2

0

( , )d

lim
( )

rD

r

f x y

h r







       . 

 

 

 

例 3 计算二重积分 ，其中 是由直线 以及曲线

所围成的平面区域. 

 

 

 



2

1

( )

( )
( cos , sin )d f d

  

  
       

x y

x y

y x

y x

xyD ,x y
yxD

( , ) ( , )

xy yxD D

f x y dxdy f y x dxdy  xyD y x
xy yxD D

( , ) ( , )

xy xyD D

f x y dxdy f y x dxdy 

D

ydxdy D 2, 0, 2x y y   

22x y y  
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例 4计算二重积分 ，其中积分区域 是以点 为顶点的三角形. 

 

 

 

 

例 5 计算二重积分 ，其中积分区域 是由直线 为及抛物线 所围

成的区域. 

 

 

 

 

例 6交换下列积分次序 

（1）            

（2）  

（3）               

 

 

 

 

例 7（1）设区域    2 2, | 2 , 0D x y x x y x y     ，则在极坐标下二重积分 d dxy x y 

（   ） 

（A）

π
2cos

22

0 cos
d cos sin d .r r




       （B）

π
2cos

32

0 cos
d cos sin d .r r




     

（C）
π 2cos

2

0 cos
d cos sin d .r r




       （D）

π 2cos
3

0 cos
d cos sin d .r r




     

 

 

 

（2）设  ,f x y 为连续函数，则  
π

1
4

0 0
d cos , sin df r r r r    等于          （    ） 

2y

D

e dxdy

 D (0,0), (1,1), (0,1)

sin

D

x
dxdy

x D y x 2y x

1 1 1

4 2 2
1

0
4

( , ) ( , )
y

y y
dy f x y dx dy f x y dx   

sin

0 sin
2

( , )
x

xdx f x y dy


 

21 2 2 2

0 0 1 0
( , ) ( , )

x x x

dx f x y dy dx f x y dy
 

   
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（A）  
22

1
2

0
d , d .

x

x
x f x y y



      （B）  
22

1
2

0 0
d , d .

x

x f x y y


   

（C）  
22

1
2

0
d , d .

y

y
y f x y x



      （D）  
22

1
2

0 0
d , d .

y

y f x y x


   

 

 

 

例 8求 ，其中
 

 

 

 

 

 

例 9.计算重积分 ，其中 . 

 

 

 

 

 

 

例 11 计算 ，其中 ， 表示

的正数部分（如 ）. 

 

 

 

 

例 12 设二元函数 .二重积分 ，其中

. 

 

 

 

 

  dyyxI
D

  22   22 2 2( , ) | 4, 1 1D x y x y x y     

D

I xyd 
2 2 2 2{( , ) | 1 2 , 0}D x y x y x y x y     ，

 1
D

x y dxdy   ( , ) | 0 1,0 2D x y x y      1x y 

1x y   1.5 1

2

2 2

           , 1

( , ) 1
,1 2

x x y

f x y
x y

x y

  


 
  




( , )
D

f x y dxdy

 ( , ) | 2D x y x y  
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例 13设 且连续，试计算 

         

 

 

 

 

 

例 14．已知平面区域 ，计算二重积分

. 

 

 

 

例 15.计算  

 

 

 

例 16.设平面区域 ， 

计算  

 

 

例 17.设 ，证明：  

 

 

 

例 18． 求 其中 D为曲线 所围的平面区域 .    

 

 

  0f x 

2 2 1

( ) ( )

( ) ( )
x y

af x bf y
I dxdy

f x f y
 






π π
( ) 2 2(1 cos ) ,

2 2
D r r  

 
       
 
,

d d
D

x x y

2

21 1

0

x
y

y

e
dy e dx

x

 
  

 
 

2 2{( , ) |1 4, 0, 0}D x y x y x y     

2 2sin( )
.

D

x x y
dxdy

x y

 



0
( )

a

f x dx A
2

0 0
( ) ( )

2

a x A
dx f x f y dy  

2 2( ) ,
D

x y d
2 2 2 2 2( )x y x y  
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例 19．求 其中 D 为 所围的区域， 为连续

函数.       

 

 

 

例 20．

 

其中积分区域 是由曲线 围成的区域 

 

 

 

 

例 21. 其中积分区域 是由曲线 围成的区域. 

 

 

 

 

 

 

 

2 2[1 ( )] ,
D

x yf x y dxdy 
3, 1, 1y x y x    f

,
D

xydxdy D
2 2 2 2 1x y x y   

2 2 2 ,
D

x y ydxdy  D
2 2 4x y 


